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Аннотация. В работе предложен способ определе-
ния оценочного параметра состояния устойчивости 
дискретных систем, подвергающихся внешним воз-
действиям. Как правило, потеря устойчивости перво-
го и второго рода приводит к проблематичному про-
цессу эксплуатации в течение всего жизненного 
цикла, или даже разрушению системы. Отсюда тре-
бования наличия определённой жесткости к проек-
тируемым и эксплуатируемым системам с целью обе-
спечения их геометрической неизменяемости. Вме-
сте с тем на практике не бывает в натуре не 
деформируемых систем от внешних воздействий. В 
работе поставлена, и решена задача определения па-
раметра устойчивости, с помощью которого еще до 
стадии потери устойчивости можно предсказывать 
будующее состояние дискретной системы, т.е. пред-
сказывать обладает ли она (система) достаточными 
внутренними свойствами к возвращению в устойчи-
вое положение при любом выходе из предваритель-
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Введение

В некоторых случаях, например при эксплуата-
ционном увеличении нагрузки сверх определённой 
величины, или при любом другом случайном им-
пульсном или динамическом воздействии на объек-
ты, его конструктивные элементы могут внезапно 
потерять свою так называемую устойчивость поло-
жения или формы. 

Переход устойчивого состояния в состояние не-
устойчивого равновесия будем называть потерей 
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устойчивости. Границу перехода в состояние неустой-
чивого равновесия обозначим - критическим состо-
янием. Внешние воздействия, приводящие объекты 
к критическим состояниям, - будем считать крити-
ческими силами. 

При этом будем считать, что равновесия положе-
ния или формы на протяжении всего жизненного 
цикла - устойчивыми, если при любых воздействиях, 
элементы рассматриваемых объектов всё-таки де-
формируясь от этих воздействий, но тем не менее, - 
сохраняют свойства и тенденции к восстановлению 
как своих геометрических размеров, так и эксплуа-
тационных качеств.

Допущения, принятые в работе. 

1. Силы консервативны; 
2. Рассматриваемые виртуальные конструкции 

работают упруго;
3. Модули всех величин внешних воздействий 

приняты равными условной единице.

Определение. 

Уточним цели и задачи работы на основе сле-
дующих понятий. Как интерпретировать понятие 
«устойчивость»? Определим это понятие, как спо-
собность систем восстанавливать своё равновесное 
состояние. Тогда потеря устойчивости, - это по-
теря способности восстанавливать своё равновес-
ное состояние. 

Таким образом система: а) после воздействия мо-
жет вернуться в исходное равновесное состояние; b) 
после воздействия может вернуться в новое равно-
весное состояние; с) после воздействия может не 
вернуться в исходное равновесное состояние;

Цели и задачи. 

1. Оценить состояния системы до наступления 
состояния потери устойчивости;

2. Предложить критерии для предварительной 
оценки потери устойчивости;

3. Представить прогноз поведения анализиру-
емой системы.

Пусть задана система, находящаяся в равновесии 
рис. 1.

Для разработки критериев оценки состояния на 
основе точного графоаналитического расчёта опре-
делим внутренние усилия N, Q и M, как напряженно 

деформированное состояние системы (НДС), воз-
никающие в анализируемой системе, рис.1a,b от 
внешних воздействий.

Результаты расчётов НДС анализируемой системы 
и перемещений узлов элементов, приведены в табли-
цах 1, 2, 3, 4, 

Таблица1

Моменты

Элемент 1:    M(2) =    2.00644 M(1) =    1.20816

Элемент 2:    M(2) =   0.717602 M(3) =  0.0121627

Элемент 4:    M(2) =   -2.72404 M(5) =    1.95536

Элемент 5:    M(5) =   -1.95536 M(6) =  -0.772736

Элемент 6:    M(3) = -0.0121627 M(7) =          0

Элемент 7:    M(7) =          0 M(8) =          0

                                           Таблица 2 

Поперечные силы

Элемент 1:    Q(2) =  -0.803651 Q(1) =  -0.803651

Элемент 2:    Q(2) =  -0.121627 Q(3) =  -0.121627

Элемент 4:    Q(2) =    3.12811 Q(5) =   -2.87189

Элемент 5:    Q(5) =   0.682023 Q(6) =   0.682023

Элемент 6:    Q(3) =   0.121627 Q(7) =   0.121627

Элемент 7:    Q(7) =          0 Q(8) =          0

                                             Таблица 3 

Продольные силы

Элемент 1:    N(2) =   -5.12811 N(1) =   -5.12811

Элемент 2:    N(2) =         -1 N(3) =         -1

Элемент 4:    N(2) =  -0.682023 N(5) =  -0.682023

Элемент 5:    N(5) =   -3.87189 N(6) =   -3.87189

Элемент 6:    N(3) =          0 N(7) =          0

Элемент 7:    N(7) =   0.121627 N(8) =   0.121627

                                                Таблица 4

Перемещения

Узел 2: dx =   -1.09303 dy =          0 da =    1.59656

Узел 3:
dx = 
-0.0519356

dy =          0 da =  -0.519762

Узел 5: dx =   -1.09303 dy =          0 da =   -2.36524

Узел 7: dx =          0 dy =          0 da =          0

Узел 8: dx =          0 dy =          0 da =          0

Узел 1: dx =          0 dy =          0 da =          0

Узел 6: dx =          0 dy =          0 da =          0

На основе полученных расчётных данных постро-
им графики изгибающих моментов М. Далее, исполь-
зуя дифференциальные зависимости между параме-
трами (НДС) вида Q=dM/dz построим графики пере-
резывающих сил Q, рис. 2:
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Путем анализа узловых значений ординат графи-
ка Q, построенного на предыдущем этапе, произво-
дится расчёт и построение узловых ординат продоль-
ных сил N, рис. 3:

С учётом предыдущих действий построим дефор-
мационную схему поведения анализируемой системы 
от приложенных воздействий, рис. 4:

Для обоснования критерия предварительной 
оценки состояния системы, используя принцип су-
перпозиции, рассмотрим поведение каждого из че-
тырех элементов, №1, №2, №4 и №5, (на рис. 4) каж-
дого по отдельности.

Рассмотрим условный тест на устойчивость для эле-
ментов одинаковой жесткости, расположенных слева 
направо по мере увеличения сжимающего воздействия 
P. Изначально все элементы находятся в равновесии. В 

Рис. 2. Графики изгибающих моментов М (а) и графики перерезывающих сил Q (b) анализируемой системы

качестве возмущающего воздействия, - показано боко-
вое одноразовое импульсное воздействие, которое при-
водит к деформации рассматриваемых элементов. На-
блюдаем, что не все элементы одинаково возвращают-
ся в исходное состояние  (см. рис. 5)

Задача состоит в том, чтобы заранее, еще до по-
тери устойчивости установить такой оценочный па-
раметр, - который заранее сможет указать те из эле-
ментов, которые после деформации (т.е. после снятия 
внешнего воздействия) будут способны вернуться в 
начальное равновесное состояние, не потеряв устой-
чивость.

Дискретные системы. Решение задачи с угловой 
пружиной жесткостью k.

Представим каждый элемент из анализируемой 
системы вертикальным элементом, колонной, - дли-

Рис.1. Геометрия заданной схемы (а), принятая кодировка  узлов и стержней (b),  
расчётная схема (с) анализируемой системы. 
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ной L. В качестве примера расчёта, выберем элемент 
№4 анализируемой системы (Рис.4). Приложим к 
нему сжимающее воздействие P. Введем понятие ба-
зовой, референт силы (Pref). Ему (Pref) поставим в 
соответствие эталонную продольную силу (N) вели-
чиной, равной условной единице (Pref = 1N). На ана-
лизируемых ранее нами расчётных схемах (Pref) обо-
значена, как 1N. Действующую внешнюю сжимаю-
щую нагрузку P выразим через (Pref) соотношением 

P = λσ·Pref, где λ – искомый нами оценочный параметр 
состояния элемента (колонны).

Закрепим шарниром колонну в точке B, придав 
ей вертикальное положение. Предположим, что ко-
лонна удерживается в вертикальном положении 
свойствами собственной бесконечной жесткости, а 
в случае отклонения от вертикальной оси, возвраща-
ется в исходное вертикальное положение при помо-
щи виртуальной угловой пружины жесткостью k. 

Рис. 3. Построение графиков продольных сил N (b) на основе графиков перерезывающих cил Q(a)  
для анализируемой системы

Рис. 4. (а) Виртуальные деформации узловых точек элементов анализируемой системы (Схема потери устойчивости 
формы). (b) Таблица деформаций. (с) Схема кодировки элементов в локальной системе координат.
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Отклонение от вертикального положения воз-
можно на любой угол σ. При отклонении на угол σ=0 
будем считать, что элемент продолжает сохранять 
вертикальное положение, и, следовательно - продол-
жает находиться в состоянии равновесия.

При отклонении колонны от вертикального по-
ложения, на неё будут действовать дестабилизирую-
щие (возмущающее) воздействия в виде крутящего 
момента относительно точки B направленного по 
часовой стрелке. Момент будет пытаться вывести 
систему из предварительного состояния равновесия. 
Кроме этого на рассматриваемую систему будет воз-
действовать восстанавливающий крутящий момент 
относительно указанной точки B, направленный про-
тив часовой стрелки, связанный с пружиной в точке 
B жесткостью k. Возврат в исходное равновесие (вир-
туально) обеспечивается жесткостью угловой пружи-
ны. Если удалить пружину (виртуально), тогда воз-
врат в исходное равновесное состояние должен будет 
обеспечиваться жесткостью k самой колонны. 

Выход из состояния равновесия возможен из-за 
воздействия дестабилизирующего момента, а возврат 
в исходное состояние возможен из-за восстанавли-
вающего момента. Рассмотрим условие их равенства 
друг другу, т.е. условие сохранения равновесия ана-
лизируемой системы (см. рис.6).

·σ                           (1)

или   σ                                 σ                                           (2)

Установим соотношения между σ и σ  по длине эле-
мента X, рис. 7: 

Таким образом, колонна, как абсолютно жесткий 
элемент, потенциально может находиться в состоя-

ниях равновесия будучи в вертикальном положении 
и, будучи в наклонном положении на определённый 
угол σ. 

На рис.7 указана точка бифуркации, которая в 
данном случае может представлять собой индикатор 
возможной потери устойчивости еще до момента 
практической потери устойчивости элементом при 
виртуальных изменениях соотношений между σ и σ.

Дискретные системы. Решение задачи с линейной 
пружиной жесткостью k. 
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Рис. 7 Диаграмма изменения состояния равновесия с угловой пружиной с помощью 

оценочного параметра λ в зависимости от угла наклона θ 
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Рис. 5 Виртуальный тест на устойчивость

Рис. 6 Расчетная схема потери устойчивости анализируемых 
элементов №1, 2, 4, 5 (рис. 4) условно абсолютной  

жесткости с угловой пружиной, жесткостью k
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но на рис. 5, 6. Предположим, что элементы закре-
плены к опорам, как это показано на рис. 8.

Представим, что все элементы рассматриваемой си-
стемы абсолютно жесткие. Тогда, элементы не будут 
деформироваться так, как это показано на рис. 5, а будут 
отклоняться от своей геометрической оси на любой угол 
σ, как это показано на рис.8. Причём, отклонение на угол 
σ=0 так же будет означать, что элемент продолжает со-
хранять вертикальное положение, и, следовательно - 
продолжает находиться в состоянии равновесия.

Согласно приведенной расчётной схеме, даже при 
незначительном отклонении элемента от вертикально-
го положения, на него будут воздействовать дестабили-
зирующие воздействия в виде крутящего момента от-
носительно точки B направленный по часовой стрелке. 
Этот момент будет пытаться вывести систему из состо-
яния равновесия. Помимо дестабилизирующего момен-
та, на систему будет воздействовать восстанавливающий 
крутящий момент относительно точки B, направленный 

против часовой стрелки, связанный с опорой в точке A 
в виде линейной пружины CA жесткости k. Возврат в 
исходное равновесие (виртуально) обеспечивается жест-
костью линейной пружины. Если удалить (виртуально) 
указанную пружину, тогда возврат в исходное равно-
весное состояние должен обеспечиваться жесткостью 
самого рассматриваемого элемента AB.

С учётом этого рассмотрим условие равенства друг 
другу дестабилизирующего и восстанавливающего мо-
ментов.

Условие равновесия представим, как равенство 
нулю суммы моментов всех сил относительно точки 
B (рис. 8):

  (1)

Покажем соотношения между σλ и σθ, рис. 9:

Рис. 7 Диаграмма изменения состояния равновесия с угловой пружиной с помощью оценочного параметра σ λ 
в зависимости от угла наклона σθ
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Элемент AB, как абсолютно жесткая колонна со-
гласно рис. 9 может находиться и в состояниях равно-
весия и будучи и в вертикальном положении и, буду-
чи в наклонном, на определённый угол σ, положении. 
На диаграмме отмечена точка бифуркации, которая в 
данном случае может представлять собой индикатор 
возможной потери устойчивости еще до момента 
практической потери устойчивости элементом при 
виртуальных изменениях соотношений между σλ и θ.

Гипотеза. Сравнивая диаграммы на рис. 7, 9 друг с 
другом, полученные на основе расчёта анализируемой 
системы (рис.4), приходим к выводу о том, что распо-

ложение точек бифуркации анализируемых систем, как 
в первом, так и во втором случаях в зависимости от со-
отношений между σ и σ выше значений критических сил 
(параметров) может быть использовано при осущест-
влении прогноза поведения анализируемых систем. Рис. 
7, 9 указывают на то, что закритическая деформация и 
в первом и во втором случае после точки бифуркации 
возможна, и значит анализируемая система (рис.1) об-
ладает потенциальной энергией возврата в равновесное 
состояние после выхода из состояния равновесия.

Результаты расчетов и определения критических 
сил приведены в таблице 8:

Рис. 9. Диаграмма изменения состояния равновесия с угловой пружиной с помощью оценочного параметра σ 
 в зависимости от угла наклона σ

Таблица 5

№ схемы по 
опиранию

(1) (2) (3) (4)

Схема раскрепле-
ния ‘элементов

    

Критический 
параметр σ

συ=π/2≈1,57 συ=π≈3,14 υσ=3π/2≈4,71 υσ=2π≈6,28

Коэффициент 
расчётной длины μ

μ≈2 μ=π/σ≈1 μ≈0,67 μ≈0,5

№ элемента 
системы

1 2 4 5

№ схемы  опирания - 2,4 1,5 -

Приведенная длина 
l_0=lσμ

l0 =4σ1=4 l0=6σ1=6 l0=6σ0,67=4,02 l0=4σ1=4

Критическая сила 
для элемента

0,616205 0,273877 0,610108 0,616205

Приведенная 
длина l� � l � μ 

l� � 4 � 1 � 4 l� � 6 � 1 � 6 l� � 6 � 0,67
� 4,02 

l� � 4 � 1 � 4 

Критическая 
сила для 
элемента 

P� � π�
l�� E ∙ I 

 

 

0,616205 

 

 

0,273877 

 

 

0,610108 

 

 

0,616205 

 

Примечание: Во всех указанных элементах критические силы меньше 

вычисленных ранее НДС (P<Pc), что указывает на то, что анализируемая на 

рис. 1 система находится в состоянии устойчивого равновесия 

Выводы: 

 Произведена аналитическая оценка состояния системы на потерю 

устойчивости формы. 

 Предложен критерий предварительной оценки потери устойчивости 

системы в виде диаграммы состояния дискретной системы (рис. 7,9). 

 Анализируемая система (рис.1) находится в устойчивом равновесии 

(табл. 9) 
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Выводы:

• Произведена аналитическая оценка состоя-
ния системы на потерю устойчивости формы.

• Предложен критерий предварительной оцен-

ки потери устойчивости системы в виде диа-
граммы состояния дискретной системы 
(рис. 7,9).

• Анализируемая система (рис.1) находится 
в устойчивом равновесии (табл. 9)
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