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Abstract. The article presents the derivation of the resolving equa-
tions for the calculation of three-layer cylindrical shells under 
axisymmetric loading, taking into account creep. The problem is 
reduced to a system of two ordinary differential equations. The 
solution is performed numerically using the finite difference 
method in combination with the Euler method.
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Аннотация. В статье приводится вывод раз-
решающих уравнений для расчета трехслойных 
цилиндрических оболочек при осесимметрич-
ном нагружении с учетом ползучести. Задача 
сводится к системе из двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Решение выполня-
ется численно при помощи метода конечных 
разностей в сочетании с методом Эйлера. 

Ключевые слова: трехслойные оболочки, пол-
зучесть, метод конечных разностей, деформации 
поперечного сдвига.

Трехслойные конструкции в виде пластин и 
оболочек находят широкое применение в раз-
личных отраслях, включая строительство, ко-
раблестроение, авиастроение и т.д. Такие кон-
струкции сочетают в себе малый вес и высокую 

жесткость. В качестве среднего слоя трехслой-
ных конструкций широко используются по-
лимерные материалы, для которых помимо 
упругих свойств характерна явно выраженная 
реология, поэтому для их расчета необходимо 
подключать аппарат теории ползучести.

Рассмотрим трехслойную цилиндрическую 
оболочку, находящуюся под действием гидро-
статического давления (рис. 1). 

Геометрические уравнения получим из общих 
уравнений Коши в цилиндрических координа-
тах, имеющих вид [1]:
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Для получения геометрических уравнений 
цилиндрической оболочки в (1) следует поло-
жить r = R + z и учесть, что z << R. Деформации 
обшивок при этом примут вид:
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Деформации сдвига среднего слоя запишут-
ся в виде:
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Для перемещений u среднего слоя примем 
линейное распределение по толщине:

 u
u u u u

h
z u zс

в н н в
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α .  (4)

Перемещения ν при осесимметричном на-
гружении отсутствуют. Деформации сдвига за-
полнителя из (3) и (4) запишутся в виде:

 γ αzx
c dw

dx
= + .  (5)

Касательные напряжения в заполнителе с 
учетом ползучести определяются следующим 
образом:
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где γ* — деформации ползучести среднего слоя, 
G

з
 — деформации сдвига заполнителя.

Деформации обшивок при осесимметричном 
нагружении запишутся в виде:
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Принимая гипотезу о равномерном распре-
делении касательных напряжений по толщине 
заполнителя, поперечную силу запишем сле-
дующим образом:
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Связь между напряжениями и деформация-
ми для обшивок запишется в виде:
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Принимая, что изгибающий момент M
x
 пол-

ностью воспринимается обшивками, представим 
его в виде:
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где D
E h=

−( )
δ

ν

2

22 1
 — цилиндрическая жесткость 

трехслойной оболочки.

Рис. 1. Осесимметрично нагруженная трехслойная цилиндрическая оболочка
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Осевые усилия N
x
 и Nθ также полностью вос-

принимаются обшивками:
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Приравнивая усилие N
x
 к нулю и выражая 

величину
 d u u

dx

в н+( )  
через прогиб, получим 

следующую формулу для Nθ:

 N E w
Rθ
δ= 2 .  (13)

Уравнения равновесия при осесимметричном 
нагружении запишутся в виде [1]:
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Нагрузка q в случае действия гидростатиче-
ского давления определяется по формуле:

 q l x= −( )γ ,  (15)

где γ — удельный вес жидкости.
Подставляя (10) и (8) в первое уравнение 

равновесия в (14), получим:
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Подставив (8) и (13) во второе уравнение 
равновесия в (14), получим:
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Таким образом, задача расчета трехслойной 
цилиндрической оболочки при осесимметрич-
ном нагружении свелась к системе из двух диф-
ференциальных уравнений (16) и (17) относи-
тельно функций α и w.

Для жестко защемленной в основании обо-
лочки граничные условия имеют вид:
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Решение системы уравнений (16) и (17) мо-
жет быть выполнено численно методом конеч-
ных разностей в сочетании с методом Эйлера 
для определения деформаций ползучести [2].

Был выполнен расчет оболочки с пенополи-
уретановым заполнителем при следующих ис-
ходных данных: l = 3 м, R = 2 м, G = 4,85 МПа, 
Е = 2 ⋅ 105 МПа, ν = 0,3, h = 8 см, γ = 10 кН/м3, 
δ = 1 мм. В качестве закона ползучести исполь-
зовалось нелинейное уравнение Максвелла — 
Гуревича, имеющее вид [3]:
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где ε γzx
* = ∗1

2
, E∞ — модуль высокоэластичности, 

η* — релаксационная вязкость, которая нели-
нейно зависит от напряжения:
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где η0
* — начальная релаксационная вязкость, 

m* — модуль скорости, f Ezx zx
* *= − ∞
3
2

τ ε  — 

функция напряжений.
Реологические параметры пенополиуретана 

[4]: E∞ = 27,38 МПа, η0
41 43 10* ,= ⋅  МПа ∙ ч,  

m* = 0,0218 МПА. 
На рис. 2 приведен полученный в результа-

те расчета график изменения максимальной 
величины прогиба w. Из представленного гра-
фика видно, что ползучесть среднего слоя не 
оказывает заметного влияния на перемещения 
оболочки. Аналогичные результаты были полу-
чены автором ранее в работе [5] для пологих 
трехслойных оболочек. 

Из рис. 3, показывающего изменение во 
времени максимальных касательных напря-
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жений в заполнителе, видно, что в среднем 
слое происходит релаксация напряжений. 
Изгибающие моменты M

x
 также убывают во 

времени, что демонстрирует рис. 4. Поскольку 
кольцевая сила пропорциональна прогибу w, 

Рис. 2. Изменение во времени максимальной 
величины прогиба оболочки

Рис. 3. Изменение во времени наибольших касательных 
напряжений в заполнителе

Рис. 4. Изменение во времени максимальной величины изгибающего момента

то она во времени постоянна. Таким образом, 
в целом ползучесть среднего слоя положитель-
но сказывается на напряженно-деформиро-
ванном состоянии рассматриваемой конструк-
ции.
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