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Abstract. The paper presents the results of a study to determine 
the technological contours of horizontal underground workings 

and the maximum safe depth of their laying. The criterion for 
determining the limiting depth can be the condition that there 
are no points on the output circuit at which the stresses the tan-
gential normal stress exceeds the tensile and compressive strengths 
of the host rock. The results of solving the problem of finding 
fracture zones on a circular cross-section working circuit are in 
satisfactory qualitative agreement with the result obtained inde-
pendently of the authors.
Keywords: display function, horizontal output, stress state of the 
enclosing array — stresses on the output circuit, lateral pressure 
coefficient (thrust), maximum depth of laying, stability crite-
rion, fracture zones.

Аннотация. В работе приведены результаты 
исследования по определению технологичных 
контуров горизонтальных подземных выработок 
и предельной безопасной глубины их заложения. 
Критерием определения предельной глубины 
может служить условие отсутствия на контуре 
выработки точек, в которых тангенциальное 
нормальное напряжение превосходит пределы 
прочности вмещающей породы при растяжении 
и сжатии. Результаты решения задачи о нахож-
дении зон разрушения на контуре выработки 
круглого сечения находятся в удовлетворитель-
ном качественном соответствии с полученным 
независимо от авторов результатом.

Ключевые слова: отображающая функция, 
горизонтальная выработка, напряженное со-
стояние вмещающего массива — напряжения 
на контуре выработки, коэффициент бокового 
давления (распора), предельная глубина зало-
жения, критерий устойчивости, зоны разрушения.

Интенсивное освоение подземного простран-
ства, связанное с подземным строительством, 
стимулирует проведение исследований, на-

правленных на определение рациональных 
геометрических параметров выработок с целью 
минимизации затрат на их укрепление при даль-
нейшей эксплуатации. 

При этом одним из критериев оценки сте-
пени рациональности этих параметров может 
служить величина максимальной глубины за-
ложения выработки, при которой не требуется 
проведения специальных работ по ее закрепле-
нию.

Профессор В.К. Цветков предположил, что 
необходимости проводить укрепление ствола 
выработки не возникает, если ее контур сво-
боден от тангенциальных нормальных напря-
жений σθ, т.е. в каждой его точке выполняется 
условие

	 σθ = 0.  (1)

Применяя методы теории функций ком-
плексного переменного [1], он решил задачу о 
нахождении формы контура подземной выра-
ботки свободной от напряжений σθ [2; 3], ис-
пользуя при этом отображающую функцию 
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 z i A B C D= ( ) = + + +( )−ω ζ ζ ζ ζ ζ1 2 3 ,  (2)

где A, B, C, D — действительные коэффициен-
ты, осуществляющие конформное отображение 
внутренности единичного круга ζ < 1  на внеш-
ность бесконечной односвязной области, гра-
ницей которой является простая замкнутая 
кривая.

В результате установлено, что каждому из 
встречающихся в природе значений коэффи-
циента бокового давления ξ

о
, соответствует 

особое, только ему присущее очертание конту-
ра выработки, свободного от напряжения σθ 
(рис. 1).

 
 
 
 
 
      а)                    б)                       в)

Рис. 1. Очертания подземных выработок 
со «свободными» от напряжений контурами при 

значениях коэффициента бокового распора ξ
о
 = 1 (а); 

ξ
о
 = 0,5 (б) и ξ

о
 = 0,2 (в) (цитируется по работам [2; 3])

Проходка выработок таких «экзотических» 
сечений, как те, что приведены на рис. 1, яв-
ляется весьма сложным делом, поэтому, ис-
пользуя ту же отображающую функцию, решим 
задачу о построении контуров сечений горных 
выработок более простой и «технологичной»  
с точки зрения отработки выработки, конфи-
гурации.

Сформулируем постановку задачи следующим 
образом: пусть на границе горной выработки 
заданной высоты h дано распределение значе-
ний компоненты тангенциального нормально-
го напряжения σ σ σθ θ θ1 2

, , , .…
n

 Необходимо опре-
делить форму сечения горной выработки и 
построить эпюру значений напряжений σθ, 
действующих в точках этого контура. 

Заметим, что более «мягким» по сравнению 
с критерием (1) условием для определения 
предельной глубины заложения выработки мо-
жет служить отсутствия на ее контуре точек,  
в которых напряжения σθ превосходят пределы 
прочности вмещающей породы при растяжении 
и при сжатии, т.е.

 R Rс рас≤ ≤σθ .  (3)

Задачу решаем следующим образом. Положив 
ζ = cosθ + isinθ и, отделяя действительные и 
мнимые части в (1), получим параметрические 
уравнения упомянутой выше кривой в виде

 x A B C D
y A B C D

θ θ θ θ
θ θ θ θ

( ) = −( ) − −
( ) = +( ) + +

sin sin sin ;
cos cos cos ,

2 3
2 3

 (4)

где 0 2≤ ≤θ π.
Согласно [2] тангенциальные нормальные 

напряжения в точках, расположенных на кон-
туре выработок, вычисляются по формуле 

σ
γ θ θ

θ θ θ θθ =
+ +( )

+ + + +
H F G Q

K L M N R
cos cos

cos cos cos cos
,

2
2 3 4

(5)
где γ — объемный вес вмещающих пород; H — 
глубина заложения выработки;

F D C A BS

G C B D S

Q A D

= +( ) + −( ) +

= +( ) +( ) + 
= +( ) +( )

1 9 4

2 1 6

1 3

2 2 2µ

µ

µ

;

;

BB D A S
K A B C D

+ −( )
= + + +

3
4 92 2 2 2

;
;

  

(6)
L C B D
M B D A
N AC
R AD

S A D A D B

= +( )
= −( )
= −
= −

= −( ) +( ) +( ) −−

4 3
2 3
4
6

1 21

;
;

;
;

µ 11 2−( ) µ A .

Ясно, что первое из соотношений (3) явля-
ется нечетной, а второе — четной функцией 
аргумента θ, поэтому все контуры будут сим-
метричными относительно оси OY. 

Сначала определим точки на контуре, в ко-
торых тангенциальное нормальное напряжение 
обращается в нуль, решая уравнение

 F + Gcosθ + Qcos2θ = 0, (7)

где коэффициенты F, G и Q определяются пер-
выми тремя соотношениями (6) и, следователь-
но, зависят от коэффициентов отображающей 
функции (2) и коэффициента бокового рас-
пора µ. 

Решая задачу об определении форм сечений 
подземных выработок со «свободными» от на-
пряжений σθ контурами, профессор В.К. Цветков 
полагал, что при σθ = 0 выполняются условия 
F = 0, G = 0, Q = 0, что соответствует тожде-
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ственному равенству нулю тангенциального 
нормального напряжения. Нас же будут инте-
ресовать те значения аргумента θ θ π0 2≤ ≤( ),  
при которых имеет место равенство (7). 

Переписывая равенство (7) в виде

 2Qcos2θ + Gcosθ + F – Q = 0, (7′)

получим квадратное уравнение относительно 
cosθ. Поскольку cos ,θ ≤ 1  то ясно, что уравне-
ние (7′) на отрезке 0 2≤ ≤θ π  имеет не более 
четырех корней, причем если θ

1
 и θ θ θ2 1 2<( )  

— корни данного уравнения на отрезке 0 ≤ ≤θ π,  
то 2 2π θ−  и 2 1π θ−  корни рассматриваемого 
уравнения на отрезке π θ π≤ ≤ 2 .

Приведем несколько результатов решения 
поставленной выше задачи в виде ряда при-
меров построения контуров кривых (4) в за-
висимости от количества и численных значений 
корней уравнения (7′) при значении коэффи-
циента бокового распора µ = 0,2.

Пример 1. Пусть уравнение (7′) на участке  
0 ≤ ≤θ π  имеет два корня, таких, что cosθ

1
 = 0,86, 

cosθ
2
 = –0,96.

Тогда отображающая функция (2) имеет вид

z i= ( ) = − − + +( )−ω ζ ζ ζ ζ ζ7 3 0 3 0 7 0 61 2 3, , , , .  (8)

Функция (8) отображает внутренность еди-
ничного круга на плоскость с трапециевидным 
вырезом, изображенным на рис. 2, а. На кон-
туре отмечены точки, являющиеся образами 
точек единичной окружности θ

0
 = 0; θ

1
 = 0,55; 

θ
2
 = 2,85; θ

3
 = 3,44; θ

4
 = 5,73, определяющие 

интервалы перемен знаков тангенциального 
нормального напряжения. На участках θ

0
 – θ

1
, 

θ
2
 – θ

3
, θ θ4 0− ′ ,  ′ = ≈( )θ π0 2 6 28,  контура дей-

ствуют положительные (растягивающие) на-
пряжения, на участках θ

1
 – θ

2
, θ

3
 – θ

4
 контура 

действуют отрицательные (сжимающие) на-
пряжения: в точках θ

i
, i = 1, …, 4 значения на-

пряжения равны нулю.
В точках θ1 0 95min ,=  и θ1 5 33min ,=  напряжение 

достигает минимального значения, равного  
σθ = –3,64γH; в точке θ

0
 = 0 напряжение до-

стигает максимального значения, равного  
σθ = 0,55γH, а при θ = 3,14, т.е. в точке контура, 
находящейся на оси ординат между точками θ

2 

и θ
3
, значение напряжения достигает локаль-

ного максимума, равного σθ = 0,26γH. На  

рис. 2, б приведена эпюра тангенциального 
нормального напряжения в координатах θ σθ, ′( ) , 
где ′ =σ σ γθ θ H .

 
а)

 

б)

Рис. 2. Контур выработки трапециевидного сечения (а), 
эпюра тангенциального нормального напряжения (б)

Пример 2. Теперь пусть уравнение (7′) на 
участке 0 ≤ θ	≤	π имеет два корня, таких, что 
cosθ

1
 = 0,98, cosθ

2
 = –0,9.

Отображающая функция (2) при этом имеет 
вид

 z i= ( ) = − − + +( )−ω ζ ζ ζ ζ ζ8 3 5 0 1 0 51 2 3, , , .  (9)

Функция (9) отображает внутренность еди-
ничного круга ζ < 1  на плоскость с квадратным 
вырезом, изображенным на рис. 3, а. На кон-
туре отмечены точки, являющиеся образами 
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точек единичной окружности θ
0
 = 0; θ

1
 = 0,15; 

θ
2
 = 3,06; θ

3
 = 3,22; θ

4
 = 6,13, определяющие 

интервалы перемен знаков тангенциального 
нормального напряжения. На участках θ

0
 – θ

1
, 

θ
2
 – θ

3
, θ θ4 0− ′ ,  ′ = ≈( )θ π0 2 6 28,  контура дей-

ствуют растягивающие напряжения, на участках 
θ

1
 – θ

2
, θ

3
 – θ

4
 контура действуют сжимающие 

напряжения: в точках θ
i
, i = 1, …, 4 значения 

напряжения равны нулю. В точках θ1 0 74min ,=  
и θ1 5 54min ,=  напряжение достигает минималь-
ного значения, равного σθ = –1,99γH; в точке 
θ

0
 = 0 напряжение достигает максимального 

значения, равного σθ = 0,13γH, а при θ = 3,14, 
т.е. в точке контура, находящейся на оси орди-
нат между точками θ

2
 и θ

3
, значение напряжения 

достигает локального максимума, равного  
σθ = 0,05γH. 

На рис. 3, б приведена эпюра тангенциаль-
ного нормального напряжения в координатах  
θ σθ, ′( ) .

 

а)

 

б)

Рис. 3. Контур выработки квадратного сечения (а);  
эпюра тангенциального нормального напряжения (б)

Пример 3. Не делая подробных выкладок и 
рассуждений, подобных приведенным выше, 
предположим, что уравнение (7′) на участке  
0 ≤	θ	≤	π имеет: а) один корень cosθ = –0,63;  
б) один корень cosθ = –0,92 и в) не имеет кор-
ней. Тогда отображающая функция (2) будет 
иметь соответственно вид

 z i= ( ) = − + +( )−ω ζ ζ ζ ζ ζ10 1 3 5 0 51 2 3, , , ;  (10)

 z i= ( ) = − + + +( )−ω ζ ζ ζ ζ ζ1 2 33 76 2 0 24, , ;    (11)

 z i= ( ) = − + +( )ω ζ ζ ζ ζ30 75 8 1 252 3, , .   (12)

 

 

а)

 
б)

Рис. 4. Контур выработки треугольного сечения (а);  
эпюра тангенциального нормального напряжения (б)

Эти функции отображают внутренность еди-
ничного круга ζ < 1  на плоскости с треуголь-
ным, кардиоидальным и круглым вырезом, 
изображенные на рис. 4–6. 
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а)

 

б)

Рис. 5. Контур выработки кардиоидального сечения (а); 
эпюра тангенциального нормального напряжения (б)

 

 
а)

 
б)

Рис. 6. Контур выработки сечением в виде окружности (а); 
эпюра тангенциального нормального напряжения (б)

Ясно, что приведенные выше примеры не 
исчерпывают всего разнообразия форм конту-
ров подземных выработок, которые могут быть 
построены при использовании предлагаемой 
методики.

Мы стремились показать, что таким образом 
могут быть получены и «технологичные» кон-
туры. Строя для таких контуров, расположенных 
на различных глубинах, эпюры напряжения σθ, 
и используя условие (3), можно определить 
безопасные (не требующие крепления) глубины 
заложения выработок различного сечения в 
разных вмещающих породах.

Заметим, что заданные априори и различные 
для каждого из рассмотренных примеров зна-
чения высот выработок h связаны с коэффи-
циентом C отображающей функции (2). Понятно, 
что если необходимо изменить значение высо-
ты выработки h в k раз, не изменяя ее формы, 
то для этого достаточно умножить коэффици-
енты отображающей функции на число k, т.е. 
рассмотреть отображающую функцию

 z ki A B C D= ( ) = + + +( )−ω ζ ζ ζ ζ ζ1 2 3 .   (13)

Нетрудно видеть, что при этом будет получен 
вырез, гомотетичный исходному, с коэффици-
ентом гомотетии k.

Для иллюстрации возможности использова-
ния, полученного нами решения и критерия 
(3) для отыскания предельной глубины зало-
жения выработки, при которой не требуется ее 
укрепления, рассмотрим еще один пример. 

Пример 4. На рис. 7 показаны зоны разру-
шения (или зоны необратимых деформаций по 
терминологии автора работы [4]) в выработке 
круглого поперечного сечения, приведенные в 
работе [4] (рис. 7, б), а также полученные нами 
(см. рис. 7, в, участки АВ и CD). Зоны разрушения 
построены нами на основе анализа напряженно-
го состояния вмещающего массива на основе 
приведенного выше решения и критерия (3), 
аналогично тому, как это сделано в работах [5–10] 
при помощи компьютерной программы [11]. 

Из рис. 7 видно, что положение зон разру-
шения в обоих случаях практически совпадает. 
Асимметрия зон разрушения на рис. 7, б объ-
ясняется автором цитируемой работы тем, что 
«процесс деформирования гетерогенных струк-
тур даже в случае абсолютной симметрии внеш-
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них воздействий (круглая выработка, осесим-
метричное нагружение, однородный вмещаю-
щий массив) уже несет в себе неоднородную 
компоненту, которая заключается в способ-
ности геологической среды, находится в раз-
личных фазах (состояниях)» [4].

 

 
а)

б)

в)
Рис. 7. Круглая выработка «за два шага до (а) и в момент 

потери устойчивости» (б) (цитируется по работе [3])  
и участки AB и CD контура круглой выработки,  

где произошло ее разрушение согласно критерию (3)

Очевидно, что критерий (3) может быть ис-
пользован и при определении напряженного 
состояния вмещающего массива и численными 
методами (МКЭ и МГЭ). В качестве примера 
определим зоны разрушения на контуре под-
земных выработок квадратного сечения со сто-
роной a = 5 м. Будем полагать, что вмещающие 
массивы грунта сложены: 

а) известняком с объемным весом γ = 2,5 т/м3 
и пределами прочности при сжатии и растяже-
нии соответственно равными R

c
 = 80 МПа  

и R
рас

 = 5 МПа;
б) глинистым сланцем с объемным весом  

γ = 3,05т/м3 и пределами прочности при сжатии 
и растяжении соответственно равными  
R

c
 = 40 МПа и R

рас
 = 1,0 МПа. Величина коэф-

фициента бокового давления (распора) в обоих 
случаях принята равной ξ

о
 = 0,2.

На рис. 8 и 9 изображены эпюры напряжения 
σθ, построенные по периметру горизонтальной 
выработки квадратного сечения, пройденной 
в известняке на глубинах 100 м, 900 м и 1000 м, 
а в глинистом сланце — на глубинах 100 м, 400 м 
и 500 м. На контурах выработок показаны участ-
ки периметра (ограничены красными норма-
лями к контуру), на которых не выполняется 
неравенство (1) и, следовательно, возникают 
зоны разрушения.

Напряженное состояние вмещающего мас-
сива, включая напряжения в контурных точках, 
определено при помощи компьютерной про-
граммы [12], в которой формализован, в том 
числе, и метод конечных элементов.

Из этих рисунков видно, что зоны разруше-
ния в первом случае возникли только в пото-
лочине выработки, а во втором, как в потоло-
чине, и так и в нижних ее углах. Причем в ме-
нее прочном грунте (в нашем случае это гли-
нистый сланец) при всех прочих равных 
условиях зоны разрушения образуются при 
меньшей глубине заложения выработки.

На основании вышесказанного можно сделать 
следующие выводы. 
1. Использование отображающей функции (2) 

и приведенного в работе решения позволя-
ет построить разнообразные по форме кон-
туры вертикальных сечений горизонтальных 
подземных выработок и аналитическим пу-
тем определить численные значения напря-
жений в каждой точке построенных контуров.
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2. При помощи критерия (3) используя анали-
тические (приведенное выше решение) или 
численные (МКЭ) методы анализа напря-
женного состояния вмещающего массива 
можно определить предельную безопасную 
глубину заложения подземных выработок, 
исключающую необходимость крепления 
последних.

                           а)                                                        б)                                               в)

Рис. 8. Эпюры напряжения σθ, построенные по периметру горизонтальной выработки квадратного сечения,  
пройденной в известняке на глубинах Н = 100 м, 900 м, 1000 м (а; б; в соответственно) и участки периметра  

(ограничены красными нормалями к контуру), на которых не выполняется неравенство (1) (ординаты эпюр  
действующего напряжения σθ показаны красным цветом)

                             а)                                                            б)                                                                 в)

Рис. 9. Эпюры напряжения σθ, построенные по периметру горизонтальной выработки квадратного сечения,  
пройденной в сланце на глубинах 100 м, 400 м, 500 м (а; б; в соответственно) и участки периметра (ограничены  
красными нормалями к контуру), на которых не выполняется неравенство (1) (ординаты эпюр действующего  

напряжения σθ показаны красным цветом)

3. Результаты проведенных нами вычислений 
удовлетворительно согласуются с результа-
тами, полученными не зависимо от нас дру-
гими авторами, что позволяет рекомендовать 
предложенный подход для практического 
использования.
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