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Abstract. In this paper, we show in principle a method for solving 
the problem of a two-dimensional vortex source in terms of flow. 
The material of the article relates to mathematical modeling of 
classical two-dimensional problems in terms of potential flows. 
The resulting solution is similar to the results for a flat vortex 
source and is an important result for the development of the 
analytical theory of two-dimensional in terms of potential water 
flows. Other solutions for real potential two-dimensional flows 
are considered, which are clarified by the authors, which confirms 
the relevance of the work.
Keywords: mathematical modeling, differential equations of motion, 
boundary conditions of the problem, two-dimensional vortex sourc-
es, potential water flows, problems of practical hydraulics.

Аннотация. В настоящей работе показывается 
в принципе метод решения задачи двухмерного 
в плане течения вихреисточника. Материал ста-
тьи относится к математическому моделированию 
классических задач двухмерных в плане потен-
циальных потоков. Полученное решение анало-
гично результатам по плоскому вихреисточнику 
и является важным результатом для развития 
аналитической теории двухмерных в плане по-
тенциальных водных потоков. Рас-смотрены 
другие решения для реальных потенциальных 
двухмерных потоков, которые авторами уточне-
ны, что подтверждает актуальность работы.

Ключевые слова: математическое моделиро-
вание, дифференциальные уравнения движения, 

граничные условия задачи, двухмерные в плане 
вихреисточники, потенциальные водные по-
токи, задачи практической гидравлики.

Задачи математического моделирования и 
расчета двухмерных в плане потенциальных 
потоков имеют определенное теоретическое 
значение, а также практическую ценность для 
реальных потоков, в которых силами потока 
о дно и стенки русла можно пренебречь [1; 2]. 
К таким задачам относятся и задачи двухмер-
ного в плане потока:
• источника;
• вихря;
• вихреисточника.

ГЕОЛОГИЯ, ГИДРАВЛИКА И ИНЖЕНЕРНАЯ ГИДРОЛОГИЯ
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Для течения плоских потенциальных потоков 
решение этих задач приведено в работе [3] и 
составляет вклад в классику механики жидко-
сти. Данная работа продолжает цикл работ ав-
торов [4–10].

Цель работы
В настоящей работе рассматривается задача 

расчета параметров двухмерного вихреисточ-
ника как задача, обобщающая «источник» и 
«вихрь». Поток полагается двухмерным в плане, 
потенциальным, открытым, стационарным,  
с горизонтальным дном.

Формулировка задачи (для определенности 
остановимся на растекании бурного потока)

Поток на радиусе r = r
0
, глубиной h

0
, скоро-

стью под углом γ к окружности растекается как 
в радиальном направлении, так и в вихревом.

        а)                         б)                            в)

Рис. 1. Схема течения двухмерного потенциального  
потока в плане:

а) источник; б) вихрь; в) вихреисточник

Необходимо определить форму траекторий 
частиц потока и его параметры в любой точке 
области течения потока ХY, т.е. глубины, вели-
чины скоростей, угол θ наклона вектора ско-
рости к оси ОХ.

Для потенциальных двухмерных в плане по-
токов справедлива следующая система диффе-
ренциальных уравнений движения потока в 
плоскости годографа скорости Г(τ, θ) [3; 4]:
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независимый параметр в плоскости годографа 
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— потенциальная функция и 

функция тока — зависимые переменные, функ-
ции переменных τ, θ;
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интеграл Д. Бернулли.
Из равенств (2), (3) следует, что
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Для бурных потоков 1
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ответственно.

Система уравнений (1) имеет целый спектр 
аналитических решений [2; 3]. Однако для за-
дачи, поставленной в настоящей работе, вы-
берем из этого спектра следующее решение 
(конструкцию):
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где С
1
, С

2
 — постоянные, определяемые из гра-

ничных условий задачи.
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где
 
ψ ψ ϕ ϕ= =

C C1 1
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Обратим внимание, что часть решения (6)
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соответствует течению «источника» радиаль-
ного двухмерного потока.

Течению «вихря» соответствует решение:
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А вся конструкция решения (6) соответству-
ет «вихреисточнику». Из равенств (6) определим 
дифференциалы функций dϕ, dψ. В результате 
получим:
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Вдоль линии тока dψ = 0 и со второго урав-
нения системы (9) следует:
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Определение линий тока в плоскости годогра-
фа скорости

Выберем согласно первому уравнению си-
стемы (6) начальную исходную линию тока, 
полагая

 ψ = C = 0. (11)

Форма любой другой линии тока получает-
ся из исходной поворотом ее в плоскости те-
чения потока на некоторый угол.

В плоскости годографа скорости уравнение 
для начальной линии тока будет следующим:
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Используя граничные условия
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Из (12) получим:
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Из равенства (14) определим:
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Уравнение линий тока в плоскости годогра-
фа скорости имеет вид (12).

Параметр β однозначно характеризует про-
цесс растекания потока при заданных V

0
, h

0
, θ

0
.

Определение уравнения линии тока в физиче-
ской области течения потока

Пользуясь уравнением связи между физиче-
ской плоскостью течения потока (планом те-
чения потока) и плоскостью годографа скоро-
сти Г(τ, θ) [4; 5], имеем
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Разделяя действительную и мнимую части, 
получим:
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Полагая в (17) dψ = 0, получим с учетом (10) 
и (12) систему дифференциальных уравнений 
для определения линии тока в плане течения 
потока:
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Интегрируя (18) с учетом (19), получим для 
линии тока, проходящей через точку с параме-
трами τ

0
, θ

0
 в виде:

 x r d

y d

= + ( )

= ( )














∫

∫

0
0

0

ϕ τ τ

ϕ τ τ

τ

τ

τ

τ

*

**

;

,

 

(21)

где 

 φ τ ϕ τ θ τ
τ

φ τ ϕ τ θ τ
τ

*

**

cos
;

sin
.

( ) =
( ) ⋅ ( )

( ) =
( ) ⋅ ( )

d

gH

d

gH

1 2
0

1 2
0

2

2

Интегралы в (21) определялись с помощью 
пакета MathCad. Исследование вида траектории 
(линии тока) приводит к виду, совпадающему 
с уравнением логарифмической спирали [12]. 
Задача с учетом формул (6*) решается одно-
значно. Глубины и скорости при заданном τ 
определяются по формулам (4). Угол θ опреде-
ляется по формуле (20).

Более подробное исследование будет про-
ведено в последующих работах.

Выводы

В настоящей работе показывается в прин-
ципе метод решения задачи двухмерного в пла-
не течения вихреисточника, материал, который 
войдет в классику двухмерных в плане потен-
циальных потоков, аналогично результатам по 
плоскому вихреисточнику.
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