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Аннотация: Для решения многих задач в стро-
ительстве нашли применение методы оптимиза-
ции. Такие известные задачи, как транспортная 
задача, некоторые задачи строительной механики, 
задача оптимального расположения объектов на 
строительной площадке, назначения состава стро-
ительных бригад при производстве строительно-
монтажных работ, задачи технологической ком-
плектации и ряд других могут быть сведены к за-
дачам линейного программирования. Приводится 
алгоритм проверки совместности системы из η 
линейных неравенств в пространстве веществен-
ных чисел Rd. Алгоритм основан на последователь-
ном построении гиперплоскостей в пространстве 
Rd+2. Рассматривается применение данного алго-
ритма для решения задачи линейного программи-
рования.

Ключевые слова: методы оптимизации, проверка 
совместности системы линейных неравенств, задача 
линейного программирования

Актуальность работы

Существует большое число задач, которые могут 
быть сведены к задаче линейного программирования 
(ЛП), например: транспортная задача [7,9], пробле-
ма мгновенной корректировки режима электроэнер-
гетической системы [8] и др. Наряду с этим, суще-
ствует и ряд задач, в которых ограничения задаются 
системой линейных неравенств, но не требуется 
нахождения оптимума линейной целевой функции. 
Например, проверка, является ли точка крайней для 
множества точек в многомерном пространстве, сво-
дится к построению системы линейных неравенств 
и проверки ее на совместность.

Областью допустимых решений называется мно-
жество всех точек, для которых выполняются все 
ограничения. Если допустимая область не пуста, то 
существует сколь угодно малое ε > 0, такое, что мож-
но найти точку, нарушающую ограничения не более 
чем на ε.
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Если при помощи алгоритма точка, нарушаю-
щая ограничения не более чем на ε, не найдена, то 
система признается несовместной.

Предложенный в статье алгоритм позволяет ре-
шать задачу ЛП.

Постановка задачи

Пусть в пространстве вещественных чисел Rd за-
дана система из n линейных неравенств Ax ≤ b. Точ-
ку, удовлетворяющую системе линейных неравенств, 
будем называть допустимой. Множество всех допу-
стимых точек назовем допустимой областью. Если 
допустимая область не пуста, то система линейных 
неравенств совместна, в противном случае несо-
вместна.

Требуется определить, является ли система со-
вместной. Если система совместна, то требуется 
найти точку, которая является допустимой.

Таким образом, на входе имеется матрица огра-
ничений системы размера n∙(d + 1), где n и d фик-
сированы. Заметим, что на практике матрица, воз-
никающая из реальных задач, является разрежен-
ной.  Поэтому в  алгоритме предусмотрено 
компактное хранение матрицы (только ненулевые 
элементы).

Рассмотренный ниже алгоритм ищет допустимую 
точку в Rd+2. Дополнительные построения осущест-
вляются таким образом, чтобы исходная допусти-
мая область и в Rd+2 также являлась допустимой 
областью.

Для этого необходимо преобразовать множество 
линейных неравенств (обозначим его через Hd) в про-
странстве Rd в множество линейных неравенств (обо-
значим его через Hd+2) в пространстве Rd+2. Множе-
ство линейных уравнений (гиперплоскостей), полу-
ченных из неравенств заменой знака «меньше или 
равно» на знак «равно» обозначим через         и 
             соответственно.

Дополнительные построения

Проведем дополнительные построения.

Алгоритм

Шаг 1. В пространстве Rd+1 выберем точку O1  с 
координатами (O,...O,C1), - любое, такое, что C1. 
Неравенства из множества Hd преобразуем (добавив 
в каждое неравенство коэффициент aid+1 при xd+1) 

так, чтобы в пространстве Rd+1  соответствующие им 
гиперплоскости проходили через точку O1.

(1)

Множества построенных неравенств и гиперпло-
скостей обозначим через Hd+1 и            . Заметим, что 
любая точка в пространстве Rd  лежит в полупро-
странстве того же знака для ограничения из Hd и 
соответствующей гиперплоскости из Hd+1.

Шаг 2. В пространстве размерности Rd+2
 выберем 

точку O2  с координатами (O,...O,C1,C2),C2,  - любое, 
такое, что C2 > 0. Построим сферу с центром в точке  
O2 и радиусом r, r < C2 .

Неравенства из множества Hd+1 преобразуем (до-
бавив в каждое неравенство коэффициент aid+2 при 
xd+2) так, чтобы в пространстве Rd+2 соответствующие 
им гиперплоскости касались сферы с центром в 
точке O2, и точка O2 удовлетворяла каждому по-
строенному в Rd+2 неравенству, то есть находи-
лась в его отрицательном полупространстве со-
ответствующей гиперплоскости. Коэффициен-
ты  находятся путем решения квадратного 
уравнения. Выбор константы C2 и радиуса r обе-
спечивает существование двух вещественных 
корней квадратного уравнения. Квадратное урав-
нение получаем из формулы расстояния от ги-
перплоскости в Rd+2 до точки O2.

 (2)

Далее выбирается тот корень, при котором 
точка O2 будет находиться в отрицательном полу-
пространстве гиперплоскости соответствующе-
го ограничения. В результате получим множе-
ство неравенств и гиперплоскостей Hd+2 и                . 
Как и на предыдущем шаге, любая точка в про-
странстве Rd лежит в полупространстве того же 
знака для гиперплоскости из         и соответству-
ющей гиперплоскости из            . 

На практике, компьютерные вычисления ис-
пользуют рациональную арифметику. Известно, 
что в рациональной арифметике элементарные 
арифметические операции (сложение, вычита-
ние, умножение и деление) могут быть выполне-
ны полиномиальными алгоритмами. Вычисле-
ние aid+1 выполняется при помощи элементарной 
операции деления, следовательно, имеет поли-
номиальную временную сложность.
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При вычислении aid+2 помимо элементарных 
операций используется операция извлечения 
корня. Однако заметим, что для вычисления 
квадратного корня существует алгоритм, число 
шагов которого не превышает полиномов от 
длин записей используемых чисел [10]. Следо-
вательно, вычисление aid+2 имеет полиномиаль-
ную временную сложность.

Построение первоначальной 

Построим отрезок [O1, O2], где координаты 
точки O0 в Rd+2 равны (O,...0), а точки O1  равны 
(O,...O,C1,0). Так как вектор нормали имеет вид, 
                             где                          коэффициенты со-
ответствующей гиперплоскости для этой норма-
ли, то легко найти саму гиперплоскость. Обо-
значим через                 полученную гиперплоскость, 
проходящую через точку O1. Заметим, что по по-
строению гиперплоскость           проходит и через 
точку O2. Коэффициенты                имеют такой знак, 
что точка O0 лежит в отрицательном полупро-
странстве.

Гиперплоскость, параллельную            и про-
ходящую через точку O0 обозначим через           .

Для произвольного отрезка, лежащего в Rd+1, и 
рассматриваемого как нормаль  к некой           , для 
xd+2 гиперплоскости  коэффициент при  будет ну-
левым.

Алгоритм проверки совместности 
системы неравенств

В процессе работы алгоритма происходит 
перестроение            . Для перестроения исполь-
зуются точки касания ограничений к сфере
в пространстве Rd+2. 

Так как для хранения всех точек касания           
(               ) требуется память размера n∙d, то предла-
гается вычислять координаты точек касания динами-
чески. Точка касания ограничения к сфере вычисля-
ется как пересечение гиперплоскости со своей нор-
малью, проходящей через точку O2, что требует 
использование алгоритма пересечения прямой с ги-
перплоскостью, сложность которого O(d+2).

Алгоритм

Шаг 1. Строится первоначальная          .
Шаг 2. Вычисляется центр масс Pcm для точек      

    , которые оказались в отрицательном полу-
пространстве           .

Шаг 3. На прямой (O1, O2) выбирается точка 
Onew c d + 2 координатой равной d + 2 координа-
те точки Pcm. Строится прямая lnew, проходящая 
через точки Onew и Pcm.

Шаг 4. Из точки Pcm опускается перпендику-
ляр на           . Основание перпендикуляра будет 
точкой         . На прямой                   выбирается точ-
ка Pcur c d + 2 c  координатой равной d + 2 коор-
динате точки Pcm.

Шаг 5. Строится гиперплоскость, перпенди-
кулярная прямой lnew и проходящая через точку 
Pcur. Точкой пересечения этой гиперплоскости 
с прямой lnew будет точка Pnew.

Шаг 6. Строится прямая (Pcur Pnew). Параллель-
ная ей прямая, проходящая через точку O1 будет пря-
мой l. Точка Psol будет пересечением прямой  и гипер-
плоскости          . Перпендикулярная прямой l гипер-
плоскость, проходящая через точку O1, станет 
гиперплоскостью           .

Шаг 7. Если точка Psol удовлетворяет невязке 
в исходном пространстве Pd, то решение найдено. 
Если условия останова не выполнены, то осу-
ществляется переход на Шаг 2. 

Теоретические аспекты

Теорема. Если существует такая гиперпло-
скость            , что все точки           , (                ) лежат 
в ее положительном полупространстве, а точка 
O0 в ее отрицательном полупространстве, то су-
ществует точка в допустимой области неравенств  

 в      .
Доказательство. Пусть                   – точка касания, 

лежащая в положительном полупространстве               . 
По построению существует полуинтервал   
лежащий в положительном полупространстве для
         . 

Восстановим перпендикуляр к гиперплоскости  
   в точке O2 и найдем его точку пересечения Pis 

с гиперплоскостью i, которая содержит           . 
Таким образом, существует отрезок, один конец ко-

торого лежит в отрицательном полупространстве для ги-
перплоскости i, а другой принадлежит гиперплоскости i. 

Прямая l, параллельная этому отрезку и прохо-
дящая через точку O1 даст точку Psol при пересечении 
с гиперплоскостью i. Точка  будет лежать в отри-
цательном полупространстве для i гиперплоско-
сти. Это верно и для любого другого i. 
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В случае, если не существует гиперплоскости  
     удовлетворяющей условию теоремы, то Psol 

не будет лежать в отрицательном полупро-
странстве для некой гиперплоскости i. То есть 
существует               лежащая в отрицательном полу-
пространстве          .

 Условия останова

Перечислим условия останова алгоритма:
• построенная гиперплоскость             содержит 

точку O0 в положительном полупростран-
стве;

• за установленное число перестроений   
            не произошло статистического улуч-
шения невязки для точки         ;

• число перестроений           превысило за-
данное допустимое количество.

Решение задачи линейного 
программирования (ЛП)

Если рассматривать целевую функцию как 
ограничение, то алгоритм можно использовать 
для решения задачи ЛП.

При проверке совместности системы линей-
ных неравенств находится точка         . Точка  
         будет наихудшим значением для целевой 

функции. Можно задать наилучшее желаемое 
значение целевой функции, то есть построить 
ограничение из целевой функции с соответству-
ющим свободным членом. Ограничение для це-
левой функции можно перестраивать, напри-
мер, при помощи метода дихотомии.

Заключение

Таким образом, динамически генерируя ограни-
чение из целевой функции, можно решить задачу ЛП 
при помощи проверки совместности системы линей-
ных неравенств.

Алгоритм обеспечивает экономное расходование 
памяти для разреженной матрицы ограничений. В 
процессе работы алгоритма точки касания к сфере 
строятся динамически.

При работе алгоритма не возникает ситуация за-
цикливания.

Алгоритм хорошо распараллеливается, что позво-
ляет эффективно задействовать все ядра процессора 
при работе с общей памятью.

Алгоритм не использует сторонние библиотеки, на-
пример, для решения системы линейных уравнений.

Входные данные алгоритма не привязаны к уста-
ревшему формату MPS (формат IBM) и могут быть 
представлены в виде, удобном для хранения разре-
женной матрицы.
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