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Abstract. The equations of motion of a non-stationary radial flow 
are derived, the boundary value problem is set, and its analytical 
solution is obtained. The solution of the problem in this paper is 
in good agreement with the experimental parameters obtained at 
the experimental setup for small perturbations. The equations for 
determining the height of the wave front that decreases downstream 
of the flow are obtained, and the instantaneous velocity of the 
wave front tends to zero.
Keywords: mathematical model, two-dimensional radial source, 
unsteady radial flow, free flow spreading, equations of motion, 
diverting channel, flow continuity condition.

Аннотация. Выведены уравнения движения 
нестационарного радиального потока, постав-
лена краевая задача и получено ее аналитическое 
решение. Решение задачи в работе хорошо со-
гласуется с экспериментальными параметрами, 
полученными на экспериментальной установ-
ке при малых возмущениях. Получены уравне-
ния определения высоты фронта волны, кото-
рая уменьшается вниз по течению потока,  

а мгновенная скорость фронта волны при этом 
стремится к нулю.

Ключевые слова: математическая модель, 
двухмерный радиальный источник, нестацио-
нарный радиальный поток, свободное растека-
ние потока, уравнения движения, отводящее 
русло, условие неразрывности потока.
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Актуальность работы. В известной техниче-
ской литературе [1–5] приведено решение гра-
ничной задачи радиального растекания пло-
ского стационарного потенциального потока 
несжимаемой жидкости. Однако определенное 
значение для теории и практики течения водных 
потоков имеет решение задачи радиального 
нестационарного потенциального течения двух-
мерного в плане потока (двухмерный радиаль-
ный источник). Решение этой задачи для авто-
ров является первым шагом к решению задачи 
свободного растекания потока за безнапорны-
ми отверстиями в широкое отводящее русло 
(задача с заранее неизвестными границами) и 
базируется на более ранних работах [6–10].

Целью работы является вывод уравнений 
движения нестационарного радиального по-
тока, постановка краевой задачи и получение 
ее аналитического решения.

Уравнения движения потока

Нестационарный поток. В случае радиально-
го двухмерного в плане потенциального ис-
точника уравнения движения потока следуют 
из общих уравнений течения двухмерных в 
плане потоков [11–13].

Полагая, что окружная скорость потока  
Vθ = 0 при радиальном растекании потока, урав-
нение движения потока, следующее из второго 
закона Ньютона применительно к движению 
жидкости, запишется в виде
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где u — местная радиальная (полная) скорость 
потока; t — время; r — текущий радиус; g — 
ускорение свободного падения. Схема радиаль-
ного растекания потока приведена на рис. 1.

 
Рис. 1. Вид радиального расширения потока в плане:

r
0
 — радиус начальной окружности; r — текущий радиус, 

линии тока y = const направлены по радиусу

Уравнение неразрывности потока в цилин-
дрической системе координат принимает вид:
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Система уравнений (1), (2) является системой 
уравнений в частных производных относитель-
но функций:

 u = (r, t); h = h(r, t). 

Стационарный поток. Для стационарного 
потока глубина и скорость не зависят от вре-
мени, поэтому u = u(r); h = h(r), а система (1), 
(2) в этом случае упрощается к виду:
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где Q — объемный расход потока.
В случае потенциального течения потока 

существует потенциальная функция u(r) такая, 
что

 u
r

∂
∂
ϕ

.

Из системы (3) следует система уравнений [3]
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где H
u

g
h0

0
2

02
= + — константа в уравнении  

Д. Бернулли для двухмерных в плане потоков.
Граничная задача для стационарного потока. 

Система уравнений (4) дополняется граничны-
ми условиями:

 r = r
0
; h = h

0
; u = u

0
,

при этом остановимся на случае растекания 
бурного потока1:

 F
u

gh0
0
2

0
1= > .

1  Бурный поток – высокоскоростной поток при числах Фруда F
0
 > 1 

[9; 10].
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Решение граничной задачи. Вводя параметр 

τ =
u

gH

2

02
,  зависящий от скорости «u», в рабо-

тах [2; 3] получено аналитическое решение за-
дачи (3) в виде: 
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где τ τ τ0
0
2

0
02

1= ≤ ≤
u

gH
;  — для бурного потока.

Анализ решения граничной задачи. Из формул 
(5) следует, что при растекании бурного потока 
скорость u увеличивается вниз по течению по-
тока от значения u

0
 до величины u gHmax = 2 0 , 

а глубина потока падает вниз по течению по-
тока от h

0
 до нуля на бесконечности. Параметры 

u, h изменяются монотонно при увеличении 
параметра «τ». Значения параметров u, h оста-
ются постоянными на эквипотенциалях, т.е. на 
окружностях постоянного радиуса.

Нестационарное течение потока. Пусть при 
r = r

0
, t = t

0
 заданы h u0 0

ст ст,  — начальные стаци-
онарные значения глубины и скорости потока, 
тогда при r = r

0
, t > t

0
 

 h h h u u u0 0 0 0 0 0= + = +ст ст


; ,  (6)

где  h u0 0,  — возмущения к начальному состоя-
нию. 

Тогда течение потока будет представлять 
собой поток с телом волны (рис. 2).

 
Рис. 2. Схема к течению нестационарного потока

При t > t
0
 решение нестационарной задачи 

представим в виде:
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где  u h,  — добавки к скорости  — u
ст

 и к глуби-
не — h
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; a значения u, h определяем из системы 
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2; π  с учетом 

условий (6).
Приведение решений (7) и (8) к единому ра-

диусу «r». Из уравнений (7) и (8) следует урав-
нение относительно «τ» в пределах тела волны:
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Уравнение (9) представляет собой кубическое 
уравнение относительно «τ». Решая его стан-
дартными методами, определим искомый корень 
τст = f

1
(r) в интервале τ

0
 ≤ τ ≤ 1 и далее из систе-

мы (8) определяем u и h.
Тогда в пределах тела волны из (7) следует 

выражение для добавок:

 


u u u h h h= − = −ст ст; ,

где h  — глубина фронта волны.
Определение скорости течения волны в по-

токе. Согласно теории малых возмущений [1; 
11] по формуле Лагранжа [14] скорость фронта 
волны относительно стационарного потока 
равна:

 C gh= ст .

Так как 

 C
dr

dt
gh= = ст ,  (10)

выразим из уравнения (5) h
ст

 как функцию ра-
диуса r: hст = f

2
(r). 

Значение hст подставляем в уравнение (10) 
и, разделяя переменные, получаем дифферен-
циальное уравнение:
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= .  (11)
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Интегрируя уравнение (11), получаем функ-
цию 

 Φ r
dr

gf r
t

r

r

( ) =
( )

=∫
20

.

Вычисления производим с использованием 
пакета прикладных программ Mathcad. 

Таким образом вычислены:
• средняя скорость фронта волны относитель-

но потока

 u
r

tв
ср = ,

из которой можно определить время добегания 
волны до заданного радиуса;
• мгновенная скорость фронта волны

 C ghв
ст= .

• скорость течения фронта волны с учетом 
скорости потока

 C C uв в
* ,= +

где u — скорость потока.

Выводы 

1. Решение задачи в работе хорошо согласует-
ся с экспериментальными параметрами, по-
лученными на экспериментальной установ-

ке при малых возмущениях ∆Q

Qст

≤ 5%.

2. При τ →  1; r  → ∞; u u gH t→ = ( )
max ;2   

h → 0 высота фронта волны уменьшается 
вниз по течению потока, мгновенная скорость 
фронта волны Cв

*  стремится к нулю при r → ∞; 
τ → 1.
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