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Аннотация. Получены динамические урав-
нения плоского движения системы виброизо-
ляции высотного сооружения под действием 
внешнего кинематического возмущения. 
Рассмотрены различные случаи опорных по-
верхностей. Выполнен численный анализ из-
учаемого движения. Определена наилучшая 
комбинация опорных поверхностей. Выбран 
оптимальный размер опор качения.

Ключевые слова: виброизоляция, высотное 
здание, фундамент на шаровых опорах.

Введение и актуальность, научная значимость 
вопроса. Актуальность проблемы сейсмозащи-

ты зданий и сооружений объясняется постоян-
ным наличием сейсмической активности в раз-
личных районах Земли. Степень опасности 
сейсмического воздействия зависит не столько 
от его силы, сколько от размеров ущерба, со-
циального, экономического, экологического, 
который может возникнуть в результате чело-
веческих потерь, разрушений зданий, сооруже-
ний, инженерной инфраструктуры. 

Виброизоляция фундамента сооружений от 
сейсмического воздействия — широко и давно 
используемый способ защиты зданий от зем-
летрясения. Кинематические опоры впервые 
использованы В.В. Назиным. Под его руковод-
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ством были запроектированы и построены в 
Севастополе пятиэтажное здание с 6,5 тыс. 
ароцементных эллипсоидов вращения высотой 
6 см, а также восьмиэтажное здание с 270 же-
лезобетонными стойками высотой 41 см со 
сферическими поверхностями торцов. В обоих 
сооружениях дополнительно были применены 
демпферы сухого трения. Системы виброизо-
ляции с кинематическими опорами позволяют 
эффективно снижать амплитуду строительных 
сооружений, однако они недостаточно изучены, 
поскольку имеют нелинейные динамические 
характеристики. Применение систем с кине-
матическими опорами еще недостаточно изуче-
но, особенно при горизонтальном воздействии 
с доминантным периодом более 1с. 

Некоторые математические модели кинема-
тических систем сейсмоизоляции приведены  
в работах В.П. Легезы [1–9], Г.В. Воронцова, 
С.И. Евтушенко [10–12]. Целью данной рабо-
ты является получение динамических уравнений 
плоского движения кинематической системы 
виброизоляции высотного сооружения под дей-
ствием внешнего кинематического возмущения, 
а также рассмотрение различных случаев опор-
ных поверхностей, выполнение численного 
анализа изучаемого движения и определение 
наилучшей комбинации опорных поверхностей 
по критерию наименьшего отклонения соору-
жения от состояния равновесия. Приведена 
методика выбора оптимального размера кине-
матических опор. 

Постановка задачи. Объектом исследования 
является высотное сооружение, установленное 
на подвижных кинематических опорах. Свайный 
фундамент высотного сооружения с размерами 

в плане 50 × 50 м опирается на скальное осно-
вание. Считаем, что размеры фундамента в 
плане малы по сравнению с длиной сейсмовол-
ны. Поэтому в высотном сооружении при сейс-
мическом воздействии отсутствуют неравно-
мерные осадки фундамента, а сам фундамент 
совершает поступательное движение в гори-
зонтальной плоскости [13–14]. 

Фундамент сооружения разделен на две ча-
сти. Нижняя часть воспринимает кинематиче-
ское возбуждение (несущая масса), а верхняя 
часть описывает динамику сооружения (несомая 
масса) (рис. 1).

Нижняя часть фундамента оснащена «ста-
канами», в которые вставлены столбчатые опо-
ры (квадратного 1 × 1 м или круглого сечения, 
радиуса 0,5 м) высотой 2 м. Дно «стаканов» 
выполнено из нержавеющей стали. Каждая 
столбчатая опора опирается на тела качения 
(цилиндры или шары) таким образом, чтобы 
сохранялась устойчивость опоры (рис. 2). Верхняя 
часть опор жестко соединена с сооружением 
[15–20]. В статье рассматривается задача в од-
ной горизонтальной плоскости.

Считаем, что тела качения не проскальзыва-
ют относительно «стаканов» и столбчатых опор1. 
Ограничению движения опор способствуют 
стенки «стакана», специальная форма опорных 
поверхностей и гидравлические демпферы.

Такая шаровая система виброизоляции сейс-
мического воздействия всегда возвращается в 
исходное положение и готова к восприятию 
следующего горизонтального толчка. К ее не-
достатку следует отнести планирование кине-
матической системы виброизоляции на стадии 
возведения сооружения.

Рис. 1. Объект исследования — высотное сооружение с шаровыми опорами

1  В дальнейшем это допущение будет усилено формой опорной по-
верхности в виде верхней циклоиды и нижней брахистохроны.
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Динамические уравнения 
виброизоляции

1. Несомая масса установлена на цилиндрах. 
Циклоидальные выемки отсутствуют (см. рис. 2).

С нижней частью сооружения (несущая мас-
са) связываем абсолютную и переносную си-
стемы координат. Таким образом, нижняя часть 
сооружения (несущая масса) имеет параметры 
колебаний грунта x

гр
 = x

1
; v

гр
 = v

1
; a

гр
 = a

1
. Требуем, 

чтобы высотное сооружение было неподвижным. 
Введенная система координат не является инер-
циальной, поэтому при составлении относи-
тельных уравнений движения несомой массы 
будем учитывать переносную и кориолисову 
силы инерции. Целью виброизоляции являет-
ся минимизация движения несомой массы или 
сохранения ее неподвижности. 

 
Рис. 2. Схема виброизоляции без циклоидальных выемок

Рассмотрим, что колебания грунта — в пло-
скости x

1
O

1
z

1
. Вертикальные колебания имеют 

меньшую амплитуду и гасятся собственным 
весом сооружения.

Так как трение велико, считаем, что про-
скальзывание вдоль образующей цилиндров 
отсутствует, т.е. момент трения качения 
M Mтк тк< max 1 (меньше некоторого максималь-
ного значения). Масса m

1
 совершает поступа-

тельное движение, цилиндры — плоское, С — 
центры масс цилиндров, P — его мгновенные 
центры скоростей (МЦС), r — радиус цилиндров.

На начальном этапе (при малых углах пово-
рота цилиндров 0 < ϕ < 5°) несомая масса m

2
 

неподвижна и МЦС цилиндров находится в 
точке М (рис. 3).

На следующем этапе несомая масса приоб-
ретает скорость v2 v

2
, и точка МЦС смещается 

вниз по диаметру цилиндра АМ на величину ξ 
1 M

тк
 = δNϕ — момент трения качения, где δ — коэффициент трения 

качения поверхностей, N — реакция опоры, ϕ — угол поворота ци-
линдра.

вплоть до остановки массы m
1
. Условимся ве-

личину ξ отсчитывать от точки М сооружения. 
Вводя обобщенную координату х

1
, характери-

зующую перемещения центра масс несущего 
тела, определим угловую скорость вращения 
цилиндров:

 ω
ξ ξ

=
−

=
 x

r

x1 2

2
.  (1)

    а)                                б)                       в)

Рис. 3. Положения МЦС в различных стадиях движения

На рис. 4 обозначены силы, действующие 
на элементы кинематической системы, и вве-
дены обозначения: G

1
, G

2
, G

ш
 — вес фундамен-

та, здания и кинематической опоры; F
сц,1 

, F
сц,2 

— 
силы сцепления в точках контакта; x1 t( )  — 
ускорение грунта, сообщаемое фундаменту зда-
ния; F

т
(t) — тормозное усилие, создаваемое 

гидравлическими демпферами.

  
Рис. 4. Силы, действующие на несомую 

и несущую массы кинематической системы

Поскольку переносное движение поступа-
тельное, то кориолисово ускорение будет равно 
нулю. Выбрав положительное направление дви-
жения слева направо, запишем уравнения от-
носительного движения центра масс здания по 
осям координат:
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m x F F m z G Nx2 2 2 1 2 2 2 22 = − + = − −сц т, ; ,Φ

 
(2)

где силы сцепления между телами F
сц,1

 = μN
1
, 

F
сц,2

 = μN
2
; m — коэффициент трения, нормаль-

ные реакции, соответственно, равны: N
1
 = G

2 
+ 

G
ш

, N
2
 = G

2
; Ф

x1
 = (m

1
 + m

ш
 + m

2
)a

1
 — перенос-

ная сила инерции высотного сооружения.
Приняв положительное направление угла 

поворота против часовой стрелки, запишем 
уравнение моментов относительно оси, про-
ходящей через точку МЦС шаровой опоры:

 J G F F rш сц сцϕ δ ϕ ξ ξ− = + −( )2 2 1 2, , ,  (3)

где J m r mш ш ш= +1
2

2 2ξ  — момент инерции ша-

ровой опоры; m
2
, r — ее масса и радиус.

В задаче, описываемой уравнениями (2) и 
(3), неизвестными являются: перемещение не-
сомой массы x

2
, тормозное усилие F

т
, создава-

емое, демпферами, и положение МЦС ξ. Поскольку 
x

2
 и ξ связаны соотношением (1), данная за-

дача замкнута.
Условием остановки виброизолированной 

системы в крайне правом положении является 
отсутствие ускорения x1  либо его компенсация 
тормозными демпферами.

Движение виброизолированной системы 
справа налево происходит аналогично с учетом 
смены знака ускорения несомой массы. В этом 
случае положение точки МЦС цилиндров будет 
меняется от точки А к М.

Результаты численного моделирования по-
казали смещение несомой массы 30 см при 
смещении фундамента — 0,015 мм. При этом 
для удержания несомой массы необходимо при-
кладывать значительное тормозное усилие. Далее 
введены усовершенствования, которые позво-
лят снизить усилия в гидродемпферах.

2. Несомая масса установлена на шарах и 
имеет выпуклые вверх циклоидальные выемки 
(рис. 5).

Форма выемки несомой массы выбрана ци-
клоидальной ввиду того, что при движении 
шара по прямой его радиус описывает цикло-
иду за один поворот. Таким образом, форма 
выемки соответствует траектории точек поверх-
ности шара, что способствует отсутствию про-
скальзывания в точке контакта до момента 
движения юзом. Кроме того, такая форма вы-

емки способствует торможению и возврату в 
исходное состояние несомой массы.

Точка М участвует в сложном движении. 
Относительным движением является ее движе-
ние по шаровой опоре x

M
, а переносным — по-

ступательное движение центра шара x
e
. В сум-

ме эти два вектора образуют абсолютное дви-
жение (см. рис. 5).

 
Рис. 5. Нарастание скорости здания. P — мгновенный 

центр скоростей шаровой опоры

Уравнения относительного движения центра 
масс здания имеют вид:

 m x F N Fx2 2 2 2 1 2 = + − +сц Т, cos sin ;ϕ ϕ Φ  (4)

 m z G N F2 2 2 2 2
 = − + −cos sin ,,ϕ ϕсц

 

 




x
x

r
N

G
2

1
2

2

2
=

−
=

−
ξ

ξ ϕ δ ϕ
,

cos sin

или

m x G G

m m m a F

2 2 2 2

1 2 1 2

 =
−

+
−

−

− + +( ) +

δ ϕ
ϕ δ ϕ

ϕ
ϕ δ ϕ

cos

cos sin

sin

cos sin

ш тт;

 
(5)

m z G G G2 2 2 2 2
 = − +

−
−

−
cos

cos sin

sin

cos sin
.

ϕ
ϕ δ ϕ

δ ϕ
ϕ δ ϕ

Уравнение моментов относительно оси, про-
ходящей через мгновенный центр скоростей 
шаровой опоры, имеет вид 

J G F F rш сц,2 сц,1
ϕ δ ϕ

ϕ δ ϕ
ϕ ξ ξ−

−
= + −( )2 2cos

cos sin
.(6)
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После остановки несущей массы проис-
ходит скатывание несомой массы в нейтраль-
ное положение. Мгновенный центр скоростей 
находится в точке касания шара и несущей 
массы 1. 

Уравнения относительного движения центра 
масс здания в этом случае имеют вид:

 m x F N F2 2 2 2 2 = + +сц т, cos sin ;ϕ ϕ  (7)

 m z G N F2 2 2 2
 = − + −cos sin ,ϕ ϕсц,2

а вращательное движение шаровой опоры опи-
сывается тем же уравнением (6).

В дальнейшем считаем, что движение фун-
дамента соответствует движению цилиндров,  
а движение здания — движению поршней ги-
дродемпферов.

Нелинейное уравнение (6) соответствует 
осциллятору с квадратичной характеристикой. 
Ввиду того что угол отклонения шара в системе 

виброизоляции мал, функцию cos

cos sin

ϕ
ϕ δ ϕ−

 

раскладываем в ряд Маклорена с сохранением 
двух членов ряда. Далее ищем решение пара-
метрической задачи [21]:

 
ϕ

δ
ϕ ϕ ξ ξ− +( ) = + −( ) 

G

J J
F F r2 2

2 10 1 1 2
ш ш

сц сц, ., ,

Результаты моделирования приведены на 
рис. 6, из которых видно, что смещение несо-
мой массы снизилось до 2,5 см, а максимальное 
тормозное усилие составляет 8 КН.

3. Несомая масса установлена на шарах и име-
ет выпуклые вверх циклоидальные выемки.  
В несущей массе оборудованы выемки в виде 
брахистохроны (рис. 8).

Оборудование брахистохрон в несущей мас-
се способствует наименьшему времени скаты-
вания несомой массы.

В начале движения сооружение неподвижно. 
Мгновенный центр скоростей находится в точ-
ке М контакта несомой массы и шара. Текущее 
положение здания на шаровых опорах изобра-
жено на рис. 8. При этом мгновенный центр 
скоростей находится выше центра тяжести шара 
вследствие того, что скорость здания меньше 
скорости фундамента.

 
Рис. 6. Графики перемещения фундамента при наличии 

циклоидальной выемки

 

Рис. 7. Нагрузочная характеристика гидравлического 
привода

 
Рис. 8. Нарастание скорости здания

Уравнения относительного движения центра 
масс здания имеет вид:

 
m x F N Fx2 2 2 2 1 2 = + − +сц т, cos sin ;ϕ ϕ Φ

 
(8)

 m z G N F z2 2 2 2 2 1
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где Ф
x1

 = (m
1
 + m

ш
 + m

2
)a

1
 — переносная сила 

инерции по горизонтали; Ф
z1

 = Ф
x1

tgϕ — пере-
носная сила инерции по вертикали.

Уравнение моментов относительно оси, про-
ходящей через мгновенный центр скоростей 
шаровой опоры, описывается уравнением (6). 

После остановки несущей массы проис-
ходит скатывание несомой массы в нейтраль-
ное положение. Мгновенный центр скоростей 
находится в точке касания шара и несущей 
массы 1. 

Уравнения относительного движения центра 
масс здания в этом случае имеют вид:

 m x F N F

m z G N F
2 2 2 2

2 2 2 2 2

2



= + +

= − + −
сц т

сц

,

,

cos sin ;

cos sin ,

ϕ ϕ

ϕ ϕ
 (11)

а вращательное движение шаровой опоры опи-
сывается уравнением тем же уравнением (6).

В результате моделирования данного случая 
сделан вывод о снижении тормозного усилия 
гидропривода на 30%.

Таким образом, этот вариант устройства кат-
ковой системы виброизоляции является наилучшим.

Оптимальный размера опор качения (шаров) 
выбирается с учетом допустимого смещения 
здания в горизонтальном направлении.

Выводы. Разработанная в данной статье ди-
намическая модель катковой системы компен-
сации развивает новый метод виброзащиты 
гибких сооружений, работающих по основной 
частоте колебаний в низкочастотном диапазо-
не. Предложенная система компактна и эффек-
тивно снижает уровень максимальных амплитуд 
вынужденных колебаний высотных сооружений 
в указанном частотном диапазоне.

Результаты исследований, полученные в ста-
тье, представляют научный и практический 
интерес для специалистов в области теории 
колебаний. Они также могут быть использова-
ны разработчиками катковых виброгасителей 
для снижения уровня вынужденных колебаний 
разнообразных объектов в низкочастотном 
диапазоне.
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