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Abstract. In recent years has been increasing interest for application 
of probabilistic methods, in particular queueing theory for estima-
tion of activities of managing companies of residential buildings. 
Maintenance of residential buildings is a set of measures that ensure 
the highest reliability of all elements and systems of a building. The 
main element of the technical operation of residential buildings is 
a system of scheduled prophylactic inspections and repairs. However 
even with its rational organization, there is always a positive prob-

ability of failure of building elements, which depends not only on 
the aging factors of the structure. The goal of the managing com-
pany is, on the one hand, to prevent the formation of a too long 
queue of emergency calls, and on the other, to complete all planned 
prophylactic maintenance work. 
As a mathematical model we consider a single-server queue with 
vacations and close-down periods. The service team can start a 
scheduled preventive repair only when all request for sudden mail-
functions are satisfied.
This period we call vacation. There is a close-down period before 
vacation. This time period is required for preparation and organi-
zation of the prophylactic and inspection work.
Based on the methods of the queuing theory, the system’s charac-
teristics that determine the quality of its work, as well as the bound-
aries of the change of parameters at which the system copes with 
the work from the standpoint of a particular criterion are defined.
Keywords: queueing system, scheduled prophylactic inspection, 
residential building, vacation, close-down period.

Аннотация. В последние годы наблюдается 
повышенной интерес к применению вероят-
ностных методов, в частности. теории массо-
вого обслуживания, к оценке эффективности 
деятельности управляющих компаний при ор-
ганизации эксплуатации технических систем 
жилых зданий. 

В статье предложена математическая модель 
технической эксплуатации жилых зданий,  
в которой рассматриваются две основные функ-
ции по обслуживанию жилищного фонда — 
плановый профилактический осмотр и ремонт 
технических объектов, а также устранение вне-
запно возникших неисправностей техническо-
го оборудования, в частности аварийных. 

В качестве модели рассматривается одно-
канальная система массового обслуживания с 
переывами и задержками. Перерывы возника-
ют, когда нет экстренных вызовов и они пред-
назначены для выполнения плановых профи-
лактических работ. Задержка перед перерывом 

учитывает время, необходимое для подготовки 
этих работ. При некоторых дополнительных 
предположениях (экспоненциальное распре-
деление времени задержки и времени обслу-
живания экстренного вызова) получены основ-
ные операционные характеристики системы, 
определяющие качество ее работы, а также 
границы изменения параметров, при которых 
система справляется с работой с позиции того 
или иного критерия.

Ключевые слова: система обслуживания, пла-
новый ремонт, внезапные отказы, задержка, 
перерыв.

Актуальность работы и ее цель

Техническая эксплуатация здания состоит 
из технического обслуживания, системы ре-
монтов, санитарного содержания (см., напри-
мер, [1–6]).
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Основным элементом технической эксплу-
атации жилых зданий является система плано-
во-предупредительных осмотров и ремонтов. 
Но даже при их рациональной организации 
всегда имеется положительная вероятность от-
каза элементов здания, которая зависит не толь-
ко от факторов старения конструкции. Отказ 
может быть вызван случайными обстоятель-
ствами, например, недопустимым повышением 
давления в системах отопления, холодного и 
горячего водоснабжения и др.

Таким образом, можно выделить две основ-
ные функции по техническому обслуживанию 
жилищного фонда:
• работы по проверке состояния жилых зданий, 

профилактическому техническому обслужи-
ванию и ремонтным работам;

• работы по устранению аварийных ситуаций 
и удовлетворению заявок жильцов на устра-
нение различных неисправностей. Мы будем 
называть эти работы и соответствующие вы-
зовы экстренными.
Цель управляющей компании (УК), с одной 

стороны — не допускать образования слишком 
большой очереди из экстренных вызовов,  
а с другой — выполнить все планируемые ра-
боты по профилактическому техническому об-
служиванию.

В последние годы наблюдается повышенный 
интерес к применению вероятностных методов, 
в частности, теории массового обслуживания, 
к оценке эффективности деятельности управ-
ляющих компаний при организации эксплуа-
тации технических систем жилых зданий (см., 
например, [1; 4–9]). С одной стороны, при-
ложения способствовали развитию самой тео-
рии массового обслуживания. Появился новый 
класс систем с перерывами и задержками  
(в западной литературе — vacations и close-down 
periods, или time out [10–16]). С другой стороны, 
использование более сложных моделей позво-
ляет проводить детальное исследование орга-
низационной деятельности УК, а в некоторых 
случилось давать оптимальные рекомендации.

Новизна предложенной модели в первую 
очередь состоит в том, что в течение перерыва 
могут поступить требования и их поток произ-
волен. Это позволяет рассмотреть ситуации, 
когда УК в течение планового ремонта может 
организовать обслуживание экстренных вы-

зовов тем или иным способом. Тем самым воз-
никает задача оптимального управления по-
током экстренных запросов в течение пере-
рыва.

Постановка проблемы

Предположим, что управляющая компания 
(УК) жилищно-коммунального хозяйства (ЖКХ) 
имеет одну или несколько бригад специалистов 
по обеспечению функционирования техниче-
ского оборудования (теплоснабжению, водо-
снабжению, вентиляции и т.д.) жилых зданий. 
У этих бригад две основные задачи — устране-
ние внезапно возникающих поломок оборудо-
вания и проведение профилактических осмотров 
и ремонтных работ с целью обеспечения не-
обходимого уровня надежности соответствую-
щих технических систем.

Решение указанных задач начинается со сбо-
ра и обработки статистических данных, позво-
ляющих получить оценки параметров, опреде-
ляющих функционирование системы. В качестве 
этих параметров выступают: λ–1 — среднее вре-
мя между последовательными моментами воз-
никновения внезапных поломок оборудования; 
μ–1 — среднее время ремонта при таких полом-
ках; γ–1 — среднее время профилактического 
осмотра и ремонта.

Мы предполагаем, что бригада может при-
ступить к такому осмотру, когда нет заявок на 
экстренный ремонт оборудования. Задача УК 
выработать такой план профилактических  
осмотров, при котором, с одной стороны, за 
определенное время Т будет осмотрено и вос-
становлено необходимое число объектов N,  
а с другой, среднее число заявок на ремонт 
внезапно возникших поломок не превосходит 
заданный уровень δ

1
. Как будет показано далее, 

эта задача может быть невыполнима при не-
которых значениях λ, μ , γ. В такой ситуации 
УК должна принять организационные решения, 
например, увеличить количество специалистов. 
Наш анализ будет опираться на методы теории 
массового обслуживания. Для простоты в этой 
статье предполагается, что в УК одна бригада, 
т.е. в системе один прибор. Переход к много-
канальному случаю не имеет принципиальных 
препятствий, но технически достаточно сложен. 
Это будет сделано в следующих работах.
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Описание модели

Новизна предлагаемой в данной статье мо-
дели в том, что перед началом профилактических 
работ (в моделях — это перерывы) бригада долж-
на потратить некоторое время на их подготов-
ку (в модели — это задержка), что приводит к 
существенному усложнению модели.

Мы делаем следующие предположения:
• поток вызовов на срочный ремонт — пуас-

соновский с параметром λ. Назовем эти вы-
зовы, заявками первого типа;

• времена ремонта экстренных поломок — не-
зависимые величины с параметром ν и сред-
ним b = ν–1;

• в момент, когда бригада (или прибор) осво-
бождается от обслуживания заявок первого 
типа, начинается период случайной задерж-
ки ζ, распределение которой экспоненци-
ально с параметром α. Если за время за-
держки поступает экстренный вызов, то она 
обрывается и начинается его обслуживание.
В противном случае после задержки начи-

нается перерыв η, т.е. профилактический ремонт. 
Его продолжительность — случайная величина 
с функцией распределения F(x) и преобразова-

нием Лапласа — Стильтеса f s e dF xsx( ) = ( )−∞

∫0
.

В течение перерыва в обслуживании в си-
стему продолжают поступать требования, но 
они не обслуживаются, а образуют очередь. При 
этом поток поступлений Y может отличаться 
от X, поскольку нетерпеливые клиенты могут 
уходить из системы или некоторые клиенты 
направляются на обслуживание в другие центры.

После завершения перерыва есть две воз-
можности. Первая — система остается свобод-
ной, т.е. Y(η) = 0. Тогда начинается новая за-
держка. Вторая — в систему за время перерыва 
поступили требования. Тогда начинается об-
служивание, так что система функционирует в 
стандартном режиме вплоть до момента осво-
бождения прибора, когда начинается новая 
задержка, и т.д. Будем обозначать описанную 
систему S и пусть q(t) — число требований в 
ней (т.е. экстренных вызовов) в момент t.

Определим функции

V z t Ez t z P Y t j tY t j

j
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=
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Обозначим Y(η) — число экстренных вы-
зовов, поступивших за перерыв η. 

Условие 1. EY(η) < ∞,Eη < ∞, ρ = λb < 1.
Из теории массового обслуживания. Легко 

следует, что при условии 1 существует
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Далее E — символ математического ожидания.
Наша ближайшая цель — найти P(z).
Теорема 1. Если выполнено условие 1, то
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где V(z, t), C(z) — определены в (1), Y
1
 = EY(η), 

η η= E .

 E
v

Yτ α αη
λ

α λ= + +
−
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Доказательство опирается на теорему Кол-
могорова — Прохорова [18; 19], предельные 
теоремы для регенерирующих процессов [17; 
19] и ряд довольно сложных оценок, поэтому 
здесь опускается.

Приведем два примера.
Пример 1. Распределение длительности пере-

рыва в обслуживании экспоненциальное с па-
раметром µ, а процесс поступлений требований 
в течение перерыва Y(t) — пуассоновский с 
параметром λ. Тогда как нетрудно проверить, 
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Из (3) находим
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При α = 0 получаем систему M M 1  без 

перерывов и из (6) имеем
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z
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−
1
1

ρ
ρ

,
 
что со-

впадает с известным результатом [15]. При α = ∞ 
имеем систему без задержек. Из (13) находим 
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µ
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ρ

1
1

.  
Это также хорошо из-

вестный результат (см., например, [10]).
Пример 2. Рассмотрим модель примера 1 в 

предположении, что все требования в течение 
перерыва в обслуживании поступают в его кон-

це. С учетом того, что Y1 = λ
µ

,
 
а 

 
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 Используя (3), находим
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Теперь, опираясь на формулы (3) и (4), най-
дем математическое ожидание Eq числа требо-
ваний в системе в стационарном режиме.

Следствие 1. Если Y
2
 = EY2 (η)<∞ и ρ <1, то 

математическое ожидание числа требований в 
системе Eq в стационарном режиме конечно и 
определяется соотношением
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Доказательство. Для существования Eq нам 
достаточно доказать , что
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Первое неравенство следует из неравенства 
Коши — Буняковского, поскольку
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Для второго неравенства, положив
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Далее несложные вычисления приводят к 
формуле (8).

Вернемся к примерам 1 и 2. Дифференцируя 
соответственно (7) и (8), находим, что: 
• в примере 1

 Eq1 1
=

−
+

+( )
ρ

ρ
αλ

µ α µ
;   (9)

• в примере 2

 Eq2 1
=

−
+

+( )
ρ

ρ
ραλ

µ α µ
;   (10)

так что Eq
2
 < Eq

1
, что и следовало ожидать.

6. Приложение к организации эксплуатации 
инженерных систем жилых зданий

Предположим, что УК, имея две главные за-
дачи: устранение аварийных ситуаций и прове-
дение профилактических осмотров и ремонтов. 
При этом накладываются ограничения на среднее 
число ожидающих экстренных вызовов и вы-
полнение плана по профилактическим работам.

Обозначим n T( )  среднее число проведенных 
инспекций и осмотров, прошедших за время Т. 
Заданы некоторые числа δ > 0 и γ, и требуется, 
чтобы выполнялись неравенства

 q n T T≤ ( ) ≥δ γ, .  (11)

Рассмотрение проблемы начинается со сбо-
ра статистических данных, что позволит полу-
чить статистические оценки 

� � � � �λ α µ ν, , , , Y1
 для 

соответствующих параметров, определяющих 
функционирование системы.
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Затем по формуле (8) находится оценка q

для числа ожидающих экстренных вызовов. 
Если окажется, что q≤ δ , то первое из условий 
выполнено.

Что касается  n T( ) , введем понятие цикла — 
это время между началами двух последователь-
ных перерывов. Очевидно, что за цикл бывает 
ровно один перерыв, в каждый из которых про-
водится профилактика, так что  n T( )  — это 
математическое ожидание числа циклов за вре-
мя T.

Как следует из теории восстановления [15], 
при большом T имеет место асимптотика

 
n T

T

E
o( ) = + ( )( )τ

1 1 ,

где Eτ — средняя длительность цикла, что вме-
сте с (11) приводит к условию 

 Eτ γ≤ −1.  (12)

Предложенный подход позволяет выяснить, 
при каких значениях параметров требуемые 
условия выполняются.

Заключение

Мы рассмотрели простейшую модель, пред-
положив, что имеется всего одна рабочая бри-
гада. Это ограничение может быть снято двумя 
путями. Если есть m бригад, мы получаем 
m-канальную систему массового обслуживания, 
анализ которой весьма сложен и формулы для 
оценки характеристик удается получить лишь 
при m = 2. При этом формулы весьма громоздки.

Другой подход состоит в разделении всего 
множества обслуживаемых объектов на m под-
множеств, так что j-я бригада занимается тех-
ническим обслуживанием объектов из j-ro мно-
жества j = 1, 2, …, m. Тогда мы имеем T одно-
канальных систем и можем использовать ре-
зультаты, полученные в данной статье.
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