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Аннотация: В статье рассматривается задача бокового выпучивания деревянной балки 
прямоугольного сечения с учетом начальных несовершенств в условиях ползучести. 
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различных уровнях нагрузки и вводится новый критерий для определения критического 
времени.  
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Abstract. The article deals with the problem of lateral buckling of a wooden beam of rectangular 
cross-section, taking into account the initial imperfections under creep conditions. An algorithm for 
the numerical solution is presented. The linear Maxwell-Thompson equation is used as the creep 
law. The character of the growth of the deflection of the beam at various load levels is investigated 
and a new criterion is introduced to determine the critical time. 
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 Постановка задачи. В настоящей статье рассматривается задача 

устойчивости плоской формы деформирования деревянной балки 

прямоугольного поперечного сечения в условиях ползучести с учетом 

начальных несовершенств. Явление потери устойчивости при ползучести 

исследуем на примере консольной балки, загруженной сосредоточенной силой 
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F на конце (рис. 1). Начальное несовершенство задано в виде эксцентриситета 

приложения нагрузки e. 

 

Рис. 1. Расчетная схема 

В качестве закона ползучести воспользуемся линейным уравнением 

Максвелла-Томпсона, имеющим вид: 
*
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где *ε – деформация ползучести, σ  – нормальное напряжение, E – мгновенный 

модуль упругости материала (E = 1,48∙104 МПа [1]), Eдл – длительный модуль 

деформации (Eдл = (0,6÷0,5)·E = 104  МПа [2]), n – время релаксации (n = 10÷25 

сут, обычно принимают n = 18 сут). 

 Применительно к сдвиговым деформациям перепишем уравнение (1) в 

виде: 
*
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где G и Gдл соответственно мгновенный и длительный модули сдвига 

материала.  

 Для расчетов примем G = 500 МПа в соответствии с СП 64.13330.2017 , а 

Gдл = 0,675G = 338 МПа.  



 Потеря устойчивости плоской формы изгиба сопровождается 

деформациями кручения. Для задачи кручения бруса некруглого поперечного 

сечения нами ранее в работе [3] было получено соотношение, устанавливающее 

связь между крутящим моментом и углом закручивания θ  с учетом ползучести: 
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 Касательные напряжения в поперечном сечении при известном угле 

закручивания можно определить из дифференциального уравнения [3]: 
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где Ф – функция напряжений, введенная по формулам: 
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 Для анализа устойчивости рассматриваемой балки будем использовать 

дифференциальное уравнение, полученное ранее в [4]. В случае, если 

начальные несовершенства заданы только эксцентриситетом приложения 

нагрузки, оно примет вид: 
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Здесь * *
z x

A

M E ydAε ⋅= ∫ . Для рассматриваемого нами случая q = 0, ( ).yM F l x= − −   

 Соответствующие рис. 1 граничные условия записываются в виде: 
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Методика расчета. Для расчета был разработан алгоритм, 

представленный на рис. 2. Расчет выполняется пошагово, на первом этапе 

решается упругая задача в момент времени t = 0.  



 

Рис. 2. Алгоритм расчета 



Решение уравнения (6) выполняется численно методом конечных разностей 

(МКР), для чего вводится равномерная сетка по x. Для определения напряжений 

в каждом поперечном сечении используется уравнение (4), которое также 

решается при помощи МКР, при этом вводится сетка по y и z. Деформации 

ползучести в момент времени t+Δt определяются по деформациям в момент 

времени t с применением метода Эйлера. 

 Результаты и обсуждение. Расчет выполнялся при следующих исходных 

данных: l = 3 м, h = 15 см, b = 5 см, e = 0,1 см. Для идеальной упругой балки 

потеря устойчивости происходит при следующей величине критической силы 

[5]: 
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 В работах [6-8] было показано, что для сжатых стержней можно получить 

величину длительной критической силы, если заменить мгновенные  

характеристики материала на длительные. По аналогии была введена величина 

длительной критической нагрузки 24,01 /дл к длдл zF G I E I l=  для рассматриваемой 

балки и исследовалось ее поведение при F < Fдл, F = Fдл и F > Fдл. 

 На рис. 3 представлены графики изменения во времени максимальной 

величины угла закручивания при трех значениях нагрузки (F = 2 кН < Fдл, 

F = 2,26 кН = Fдл и F = 2,4 кН > Fдл). При нагрузке меньше длительной 

критической скорость роста перемещений во времени затухает. При F = Fдл 

перемещения растут с постоянной скоростью, и при F > Fдл скорость роста 

перемещений возрастает во времени. 



 

Рис. 3. Изменение во времени максимального угла закручивания при различных 

величинах силы F 

 Также исследовалось влияние начальных несовершенств на процесс 

ползучести при F > Fдл. На рис. 4 показаны графики роста максимальной 

величины угла закручивания при F = 2,4 кН для различных значений 

эксцентриситета e. Из представленных графиков видно, что, если за критерий 

потери устойчивости принимать величину перемещений, либо скорость их 

роста, начальные несовершенства оказывают существенное влияние на 

величину критического времени. Таким образом, нагрузки, действующие на 

балку, не должны превышать длительную критическую. 

 Довольно интересная картина наблюдается на графиках изменения во 

времени максимальных величин нормальных напряжений. До определенного 

момента времени, несмотря на рост угла закручивания, нормальные 

напряжения убывают, но затем начинают возрастать. Из рис. 5 видно, что чем 

выше величина эксцентриситета e, тем раньше наступает момент, с которого 



нормальные напряжения начинают расти. Время, соответствующее точке 

экстремума на графиках σmax (t), можно принять за критическое. 

 

Рис. 4. Рост максимальной величины угла закручивания при различных 

значениях эксцентриситета e 

 

Рис. 5. Изменение во времени максимальной величины нормальных 

напряжений по отношению к первоначальным значениям 



Касательные напряжения τxy и τxz, в отличие от нормальных, во времени 

только возрастают. 

Выводы. Разработана методика расчета деревянных балок 

прямоугольного сечения на устойчивость плоской формы изгиба с учетом 

ползучести. По аналогии со сжатыми стержнями введена величина длительной 

критической нагрузки и исследован характер роста прогиба при различных 

уровнях нагружения. Предложен новый критерий для определения 

критического времени, основанный на характере изменения во времени 

максимальных нормальных напряжений. 
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