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Аннотация: Авторами усовершенствовано решение задачи свободного 

растекания двухмерных в плане бурных потенциальных равномерных потоков 
полученное И.А. Шеренковым. Для получения аналитического решения 
использовано понятие течение общего вида. Использовано сопряжения 
решения в физической плоскости и в плоскости годографа скорости 
(виртуальной плоскости). Это позволило определить координаты точек 
крайней линии тока и определить параметры тока, приводящие к 
однозначному аналитическому решению геометрии потока. 
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безнапорная труба, крайняя линия тока, схема сопряжения элементарных 
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Abstract: The authors improved the solution of the problem of free spreading of 
two-dimensional in terms of turbulent potential uniform flows obtained by 
I.A. Sherenkov. To obtain an analytical solution, the concept of a general flow is 
used. The conjugation of the solution in the physical plane and in the plane of the 
velocity hodograph (virtual plane) is used. This made it possible to determine the 
coordinates of the points of the extreme current line and determine the current 
parameters leading to an unambiguous analytical solution of the flow geometry. 
Keywords: rough two-dimensional water free flow, pressure-free pipe, extreme 
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Несмотря на уже известные методы решения задачи в названии работы, 

она остаётся актуальной как в теоретическом плане, так и в практическом 

аспекте использования результатов в гидротехническом строительстве (ГТС). 

Впервые эту задачу приближённо решил И.А. Шеренков [1]. Однако 

учёные в области течения двухмерных в плане водных потоков пытались 

улучшить качество модели (повысить её адекватность реальному процессу). В 

работе [2] была изложена общая теория сопряжения равномерного потока с 

течением общего вида, и был получен следующий результат: равномерный 

поток может сопрягаться с течением общего вида только посредством простой 

волны [2, 3, 4]. 

Целью работы является обоснование выбора течения общего вида и 

решение в общем виде задачи свободного растекания потока без учёта сил 

сопротивления потоку. 

Схема свободного растекания потока приведена на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема сопряжения отдельных элементарных потоков при его свободном 
растекании 
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1 τα arcsin .
2τ
-=  - волновой угол в точке М0. 

b – ширина трубы, подающей воду. 

I – равномерный поток. 

II – простая волна. 

III – течение общего вида. 

М0Т – характеристика первого семейства. 

А0Т – крайняя линия тока. 

А0М0 – характеристика второго семейства (отрезок прямой). 

Участок равномерного течения потока I, на котором V = V0, h = h0,  

θ = 0, исследован как чисто аналитически, так и экспериментально [5]. Он 

ограничен прямолинейным вертикальным фронтом КА0 (в силу симметрии 

рассматривается только верхняя часть потока относительно оси ОХ), 

прямолинейной характеристикой второго семейства А0М0, участком М0О 

вдоль оси симметрии потока и кромкой ОК трубы, подающей воду. 

Участок простой волны II разделён прямолинейными характеристиками 

А0М0, А1М1 и т.д., на каждой из которых параметры потока постоянные и 



равные параметрам θ, τ в точках Мi пересечения их с характеристикой первого 

семейства.  

Здесь: θ – угол, характеризующий направление вектора местной 

скорости жидкой частицы; 
2

0
τ

2
V
gH

=       (1) 

– параметр, зависящий от величины скорости V; 

g – ускорение силы тяжести; 

Н0 – постоянная в интеграле Д. Бернулли [5, 6, 7]. 

Выбор вида общего течения потока III 

Для его выбора используем два кандидата в решение общей задачи: 

– радиальное растекание потока; 

– течение вида А: в плоскости годографа скорости в терминах функция 

тока и потенциальная функция [5, 6]: 

( ) ( )
( )

0
1 2 1 2

0

sin θ cosθψ τ,θ ; φ τ,θ .
τ τ 1 τ

hA A
H

= = Ч
-

   (2) 

Радиальное растекание потока менее подходит для решения основной 

задачи, так как при этом параметры потока (h, V) в направлении, 

перпендикулярном оси симметрии потока ОХ, не изменяются (в поперечном 

направлении потоку), хотя в целом вниз по течению потока его скорости 

возрастают до максимальной 

max 02 ,V gH=       (3) 

глубины падают до нуля. 

В течении же вида А [5, 6,7] также глубины падают вниз по течению 

потока, скорости возрастают до Vmax. Однако в поперечном направлении 

глубины уменьшаются монотонно от максимальной на оси симметрии до 

меньших значений вдоль эквипотенциали до свободной границы. 

Следовательно, из двух вариантов сопряжения потоков в качестве 

решения общего вида выбираем решение вида А. Это решение было найдено 



В.Н. Коханенко в работах [5, 6, 7, 8, 11] согласно теории с использованием для 

двухмерных в плане потенциальных потоков плоскости годографа скорости 

(аналогично методу С.А. Чаплыгина для исследования совершенного газа [9]). 

Решение отдельных задач, входящих элементами в общее решение 

основной задачи 

Определение параметров потока τ, θ вдоль характеристики М0Т 

(рис. 1) 

Уравнение характеристики первого семейства в плоскости годографа 

скорости имеет вид [2, 5, 6, 7]: 

( ) 1
3τ 1 3τ 1θ 3 arctg arctg .

3 1 τ 1 τ
C

ж ц- - чз ч= Ч - +з чз чз- -и ш
   (4) 

Постоянная С1 определяется из условия прохождения характеристики 

через точку М0(τ0, θ0 = 0). 

Максимальный угол растекания потока определяется из (4) при τ = 1: 

( )max 1
πθ 3 1 ,
2

C= + - Ч     (5) 

где 
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Уравнение (4) – это и есть уравнение для определения параметров τ, θ в 

плоскости годографа скорости, при этом 

0 maxτ τ 1; 0 θ θ .Ј Ј Ј Ј     (6) 

Таким образом, задавшись параметром τМ в точке М на характеристике 

М0Т из (4) определим угол θМ: 

( )M M 1θ τ ,f C= +      (7) 

где 

( ) ( )
3τ 1 3τ 1τ 3 arctg arctg .

3 1 τ 1 τ
f - -= Ч -

- -
 



Через точку М проходит линия тока и эквипотенциаль основного потока 

(течение А). При этом выполняются условия [5, 6, 7]: 

( ) 0M
M M 1 2

M

sin θψ τ ,θ ,
2τ

V bA K= =     (8) 

где 0

max2sin θ
V bA = ; 

К – коэффициент расхода; θ ≤ К ≤ 1. 

Или после упрощений 

M
max1 2

M

sin θ sin θ .
τ

K=      (9) 

Из уравнения (9) определяется неизвестный ранее коэффициент К 

расхода рассматриваемой линии тока: 

M
1 2

maxM

sin θ .
τ sin θ

K =      (10) 

Через точку М проходит также эквипотенциаль: 
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Из (11) определяется постоянная С1. 

Итак, в точке М определяются параметры τМ, θМ и уравнения (9), (11), 

определяющие линию тока и эквипотенциаль, проходящие через точку М. 

Определение координат точки М в физической плоскости течения 

потока 

Уравнение связи между планом течения потока и плоскостью годографа 

скорости [7] имеет вид 

( ) θ 01 φ ψ ,i hd x iy e d i d
V h

ж цчз+ = Ч + чз чзи ш
   (12) 

где 1i = -  – мнимая единица. 

( )1 2
0 0 0 0τ 2 ; 1 τ .V gH h H= = -  



x, y – координаты точки М в плане течения потока. Из (12) следует, что 

вдоль линии тока dψ = 0 следовательно: 

1 2
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1 2
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τ 2

sin θ φ.
τ 2

dx d
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Выразим cosθ и sinθ через τ. Из (9) следует: 
1 2

maxsin θ τ sin θ ;K= Ч      (14) 

2 2
maxcosθ 1 τ sin θ .K= - Ч Ч      (15) 

 

Дифференцированием (11) получим: 
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0 0
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Из уравнения (9) определим: 

max 1 2
1 τ 1θ sin θ .
2 cosθτ

dd K= Ч     (17) 

Выразив в системе (13) θ и dϕ, dθ через τ, dτ и, взяв интеграл [10], 

получим: 
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1f , 2f  – функции τ, определяемые по выражениям (14)-(17). 

.OL D DLx x x= +      (19) 

Определив координаты точки М, уравнение характеристики второго 

семейства, проходящего через точку М, запишем в виде:  



( )M M ,y y K x x- = -      (20) 

где 

( ) M
M M M

M

1 τtg α θ ; α arcsin .
2τ

K -= - + =  

Участки крайней линии тока определяем из условия, что они 

параллельны углу θ и проходят через точки А0, А1, А2 и т.д. 

Таким образом, задача определения параметров τ, θ, V, h, а также 

геометрии потока решается однозначно. 

Выводы 

1. В настоящей работе предложен метод расчёта свободного растекания 

потока с использованием понятия «простая волна».  

2. Доказано, что в качестве течения общего вида можно использовать 

течение вида А. 

3. Логически этот метод наиболее лучшим способом согласуется с 

общей теорией двухмерных в плане водных потоков. 

4. В последующих работах будет рассмотрена адекватность модели и её 

внедрение в практику строительства ГТС. 
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